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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi, dưới sự hướng

dẫn của các thầy trong Tập thể hướng dẫn khoa học. Các kết quả, số liệu trong

luận án là trung thực và chưa từng được ai công bố trên bất kỳ công trình nào

khác. Các dữ liệu tham khảo được trích dẫn đầy đủ.
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ii

LỜI CẢM ƠN

Luận án này được hoàn thiện tại trường Đại học Khoa học Tự nhiên - Đại

học Quốc gia Hà Nội dưới sự hướng dẫn tận tình của PGS. TS. Phạm Ngọc

Anh (Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông) và TS. Vũ Tiến Dũng (Đại

học KHTN-ĐHQGHN). Từ đáy lòng mình, tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn chân

thành và sâu sắc nhất đến các thầy.

Tác giả cũng bày tỏ lòng biết ơn chân thành tới Ban Chủ nhiệm khoa, các

thầy/cô trong Khoa Toán - Cơ - Tin học, đặc biệt là các thầy/cô thuộc bộ môn

Toán học Tính toán - Toán Ứng dụng, trường Đại học Khoa học Tự nhiên - Đại

học Quốc gia Hà Nội đã truyền tải kiến thức và tạo mọi điều kiện tốt nhất cũng

như giúp đỡ tác giả trong suốt quá trình làm nghiên cứu sinh.

Tác giả xin trân trọng cám ơn Ban Giám hiệu, các thầy/cô trong Khoa Toán

và Khoa học Tự nhiên, trường Đại học Hải Phòng, nơi tác giả đang công tác đã

tạo mọi điều kiện thuận lợi để tác giả hoàn thành luận án.

Xin chân thành cảm ơn các anh/chị/em trong nhóm nghiên cứu tại phòng

Lab "Toán ứng dụng và Tính toán" của Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn

thông và các bạn bè đồng nghiệp xa gần đã luôn động viên, giúp đỡ tác giả trong

quá trình học tập và nghiên cứu.

Cuối cùng, tác giả xin được dành tặng món quà tinh thần này cho những

người thân yêu trong gia đình của mình, đặc biệt là vợ và hai con gái. Những

người luôn đứng sau động viên, chia sẻ và khích lệ tác giả để có thể hoàn thành

công việc học tập và nghiên cứu của mình./.

Tác giả
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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài

Cân bằng là một trạng thái mà vạn vật trong tự nhiên luôn hướng tới, bởi

lẽ khi đạt được trạng thái cân bằng thì mọi sự vật sẽ có được sự tồn tại lâu dài

và bền vững nhất. Trong vật lý, một hệ các vật có được trạng thái cân bằng khi

hợp lực tác dụng lên chúng bị triệt tiêu. Trong sinh học, trạng thái cân bằng của

một hệ sinh thái đạt được khi lượng thú săn mồi và lượng thú mồi có tỷ lệ tương

đồng nhau. Trong kinh tế, một thị trường mua bán đạt trạng thái cân bằng khi

lượng cung bằng lượng cầu. Ngoài ra thuật ngữ cân bằng còn được sử dụng trong

nhiều lĩnh vực khác nhau như hóa học, sinh học, kỹ thuật, v.v...

Trong toán học, mô hình cân bằng được xem là một sự phát triển tiếp theo

của bài toán bất đẳng thức biến phân và lý thuyết tối ưu với nhiều chủ thể tham

gia. Trong đó, mỗi chủ thể có những mục tiêu khác nhau thậm chí là đối lập

nhau. Do đó, để tìm một phương án tối ưu cho tất cả các chủ thể là điều không

thể. Trong tình huống này một khái niệm cân bằng, đặc biệt là khái niệm điểm

cân bằng Nash, dễ được chấp nhận hơn. Do vậy, mô hình cân bằng rất hữu ích

trong việc phân tích kết quả các tình huống cạnh tranh, việc giải các mô hình cân

bằng có thể giúp chúng ta tìm ra giải pháp giải quyết các mâu thuẫn về quyền

lợi của các chủ thể tham gia.

Mô hình bài toán cân bằng, viết tắt, EP (C, f) có dạng:

Tìm x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C,

ở đây, C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H, f là

một song hàm từ C × C vào R thỏa mãn điều kiện cân bằng f(x, x) = 0, với mọi

x ∈ C.

Bài toán EP (C, f) được giới thiệu đầu tiên bởi H. Nikaido và K. Isoda [70] vào

năm 1955 trong bài báo: "Note on non-cooperative convex game". Tới năm 1972,
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nó tiếp tục được Ky Fan [40] nghiên cứu dưới tên gọi bất đẳng thức Ky Fan. Tuy

nhiên hơn 20 năm sau, khi các kết quả nghiên cứu của L.D. Mưu, W. Oettli [69]

được công bố vào năm 1992 và E. Blum, W. Oettli [28] được công bố vào năm

1994, thì bài toán này mới thực sự thu hút được sự chú ý của nhiều nhà nghiên

cứu. Trong kết quả [69], các tác giả cũng đã chỉ ra rằng bài toán EP (C, f) chính

là một mô hình tổng quát cho nhiều lớp bài toán quan trọng như bài toán tối ưu

OP (C, h), bài toán bù, bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị MV I(C,F ), bài

toán tối ưu véc tơ, bài toán điểm yên ngựa, bài toán cân bằng Nash trong trò

chơi không hợp tác, . . . Do vậy, bài toán cân bằng EP (C, f) không những có ý

nghĩa về mặt lý thuyết mà nó còn mang nhiều ý nghĩa trong ứng dụng. Một ứng

dụng nổi bật và tạo được tiếng vang lớn là cân bằng kinh tế Nash-Cournot được

nhà toán học J.F. Nash đưa ra dưới dạng mở rộng của mô hình trò chơi bất hợp

tác. Kết quả nghiên cứu này được trao giải Nobel về kinh tế năm 1994.

Ngày nay, bài toán cân bằng EP (C, f) đã được tổng quát hóa và phát triển

theo nhiều hướng như bài toán cân bằng véc tơ [20, 27, 41], cân bằng đa trị [21],

bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán tối ưu, tìm điểm chung của bài

toán cân bằng và bài toán điểm bất động [8], bài toán cân bằng trên tập nghiệm

bài toán bất đẳng thức biến phân [17], bài toán bất đẳng thức biến phân trên

tập nghiệm bài toán cân bằng [11]. Đặc biệt, thời gian gần đây bài toán cân

bằng hai cấp BEP (C, g, f) nhận được sự quan tâm của nhiều nhà nghiên cứu

[10, 12, 13, 25, 35] bởi tính mới trong lý thuyết và các ứng dụng trong thực tiễn.

Thực tế chỉ ra rằng, mỗi sản phẩm trong thị trường được sản xuất bởi nhiều

công ty khác nhau trong cả nước. Mỗi điểm cân bằng Nash là một phương án

tối ưu nhất để lợi nhuận các công ty được cao nhất. Tuy nhiên, nhà nước cần

một hàm cân bằng kinh tế vĩ mô để điều tiết nền kinh tế của cả nước. Như vậy,

một mô hình cân bằng trên tập các điểm cân bằng (điểm cân bằng Nash) là một

ứng dụng quản lý kinh tế thực tiễn của bài toán cung-cầu trong nền kinh tế thị

trường. Mô hình bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f) được phát biểu như sau:

Tìm x̄ ∈ Sol(C, g) sao cho f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C, g),

trong đó, f và g là các song hàm từ C×C vào R và thỏa mãn điều kiện cân bằng

f(x, x) = g(x, x) = 0, với mọi x ∈ C, Sol(C, g) là tập nghiệm của bài toán cân

bằng sau

Tìm x∗ ∈ C sao cho g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C.
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Như vậy BEP (C, g, f) là một bài toán cân bằng với tập ràng buộc là tập

nghiệm của một bài toán cân bằng khác và cũng là một dạng của bài toán hai

cấp. Bài toán này được đề cập đến lần đầu tiên bởi O. Chadli và các cộng sự [33]

vào năm 2000. Bài toán BEP (C, g, f) được xem là tổng quát hóa của nhiều lớp

bài toán hai cấp trước đó như bài toán tối ưu hai cấp, bài toán bất đẳng thức

biến phân hai cấp, bài toán cân bằng trên tập bất động, bài toán cân bằng trên

bất đẳng thức biến phân, . . . Một số trường hợp đặc biệt của bài toán cân bằng

hai cấp có thể áp dụng cho các mô hình thực tế. Chẳng hạn, bài toán bất đẳng

thức biến phân trên tập điểm bất động của ánh xạ không giãn được áp dụng cho

bài toán điều khiển công suất của mạng CDMA, được giới thiệu bởi H. Iiduka

[50], bài toán xử lý tín hiệu [41, 54].

Bài toán cân bằng hai cấp có hai hướng nghiên cứu chính. Hướng thứ nhất,

nghiên cứu về sự tồn tại và tính chất của tập nghiệm [38, 65, 77]. Hướng thứ hai,

nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải và tính toán trên máy tính [10, 25, 35,

48, 52, 57, 66, 85]. Hiện nay, nghiên cứu các thuật giải hữu hiệu giải bài toán

cân bằng hai cấp rất được quan tâm, tuy nhiên một vấn đề khó của bài toán cân

bằng hai cấp là tập ràng buộc không được cho dưới dạng hiển. Do vậy, các thuật

toán giải bài toán tối ưu, bài toán bất đẳng thức biến phân và bài toán cân bằng

thường không được áp dụng một cách trực tiếp cho bài toán cân bằng hai cấp.

Chúng tôi điểm lại một số thuật toán hữu hiệu để giải bài toán cân bằng hai cấp.

Thuật toán điểm gần kề được đề xuất đầu tiên bởi B. Martinet [62] giải bài toán

bất đẳng thức biến phân và được nghiên cứu mở rộng cho bài toán tìm không

điểm của ánh xạ đơn điệu cực đại bởi R.T. Rockafeller [80]. Các hướng nghiên

cứu này cũng được mở rộng bởi A. Moudafi [67] và I.V. Konnov [55] giải bài toán

cân bằng. Năm 2010, A. Moudafi [66] tiếp tục mở rộng để giải bài toán cân bằng

hai cấp BEP (C, g, f). Thuật toán được viết chi tiết như sau:
x0 ∈ C, k = 0

Tìm xk+1 ∈ C sao cho:

f(xk+1, y) + ϵkg(xk+1, y) + 1
rk
⟨xk+1 − xk, y − xk+1⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C,

(1)

trong đó {ϵk} và {rk} là các dãy số thực dương. Thuật toán (1) được viết dưới

dạng rất đơn giản, tuy nhiên có hai vấn đề khó phát sinh ở đây là: Vấn đề thứ

nhất, tại mỗi bước lặp k, thuật toán cần giải chính xác nghiệm của bài toán

cân bằng phụ. Vấn đề thứ hai là sự hội tụ của thuật toán cần đòi hỏi giả thiết
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∥xk+1 − xk∥ < o(ϵk). Khi đó, tác giả chỉ ra rằng dãy lặp xk hội tụ yếu tới một

nghiệm của bài toán cân bằng hai cấp trong không gian Hilbert thực. Một tiếp

cận khác, nguyên lý bài toán phụ được G. Cohen giới thiệu đầu tiên cho bài toán

tối ưu [36] và mở rộng cho bài toán bất đẳng thức biến phân [37]. Trong [63], G.

Mastroeni đã mở rộng nguyên lý bài toán phụ cho bài toán cân bằng EP (C, f).

Thuật toán có dạngx0 ∈ C, k = 0

xk+1 = argmin{λf(xk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}.

(2)

Dãy lặp {xk} trong thuật toán (2) hội tụ dưới giả thiết song hàm f đơn điệu

mạnh và liên tục kiểu Lipschitz. Thực tế giả thiết đơn điệu mạnh là rất chặt. Để

khắc phục điều này, T.Đ. Quốc và các cộng sự [76] đề xuất thuật toán đạo hàm

tăng cường 
x0 ∈ C, k = 0

yk = argmin{λf(xk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}

xk+1 = argmin{λf(yk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}.

(3)

Dãy lặp {xk} xác định bởi (3) hội tụ trong không gian hữu hạn chiều dưới giả

thiết song hàm f giả đơn điệu và liên tục kiểu Lipschitz. Thuật toán đạo hàm

tăng cường được tiếp tục mở rộng trong một số kết quả gần đây [7, 10, 58, 75].

Chúng tôi nghiên cứu thuật toán đạo hàm tăng cường mở rộng cho bài toán cân

bằng hai cấp và đạt được kết quả trong chương 3 của luận án. Tiếp cận thứ 3,

phương pháp chiếu dưới đạo hàm được sử dụng cho bài toán bất đẳng thức biến

phân hai cấp đầu tiên bởi P.E. Maingé [61]. Năm 2011, P. Santos và cộng sự

[82] đã áp dụng thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ giải bài toán cân bằng

EP (C, f). Dãy lặp của thuật toán được viết dưới dạng
x0 ∈ C, k = 0

gk ∈ ∂ϵk2 f(x
k, xk), αk =

βk

γk
, γk = max{ρk, ∥gk∥}

xk+1 = PrξkC (xk − αkg
k).

(4)

Ưu điểm của thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ (4) là thuật toán chỉ tính

một phép chiếu và tính toán dưới đạo hàm xấp xỉ tại mỗi bước lặp.

Các vấn đề lớn được đặt ra khi nghiên cứu các thuật toán giải bài toán cân

bằng hai cấp ở đây là:
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- Vấn đề thứ nhất, tìm nghiệm chính xác của các bài toán phụ trong các thuật

toán lặp đã có. Điều này không phải dễ trong các trường hợp bài toán phụ là các

bài toán cân bằng hoặc các bài toán bất đẳng thức biến phân;

- Vấn đề thứ 2, sự hội tụ của các dãy lặp trong các thuật toán giải bài toán cân

bằng hai cấp đòi hỏi giả thiết khá mạnh trên các song hàm như giả thiết đơn

điệu mạnh và liên tục kiểu Lipschitz;

- Vấn đề thứ 3, bài toán cân bằng hai cấp là một dạng bài toán cân bằng với

miền ràng buộc là tập nghiệm của một bài toán cân bằng khác. Khi ánh xạ giá

của miền ràng buộc là ánh xạ giả đơn điệu, tập nghiệm ràng buộc là một tập lồi.

Tuy nhiên, tập nghiệm ràng buộc không được cho dưới dạng hiện. Hơn nữa, bản

thân bài toán cân bằng hai cấp là một bài toán rất tổng quát trong Lý thuyết

tối ưu. Chính vì vậy, bài toán cân bằng hai cấp là một bài toán hai cấp khó giải

và thuật toán giải bài toán cân bằng hai cấp được nghiên cứu khá hạn chế so với

các mô hình toán học khác;

- Vấn đề thứ 4, như ta đã biết, phương pháp chiếu là một công cụ rất phổ biến

trong việc giải bài toán bất đẳng thức biến phân nói chung và bài toán cân bằng

nói riêng. Việc áp dụng phương pháp này cho bài toán cân bằng hai cấp vẫn là

một hướng nghiên cứu mở và có ý nghĩa tính toán trên máy tính với rất nhiều

mô hình thực tế.

Với các lý do trên, đề tài luận án "Các phương pháp chiếu mở rộng giải một

số lớp bài toán cân bằng hai cấp" là một đề tài có tính thời sự cao và có ý nghĩa

trong Lý thuyết tối ưu nói riêng và chuyên ngành Giải tích nói chung. Trong luận

án này, chúng tôi đã nghiên cứu mở rộng thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ

giải bài toán cân bằng hai cấp. Thuật toán và phân tích sự hội tụ của nó được

chúng tôi trình bày chi tiết trong chương 2 và chương 3. Một tiếp cận thứ 4 là

tiếp cận DC giải bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức

biến phân affine được chúng tôi nghiên cứu và đề xuất một thuật toán nguyên lý

bài toán phụ DC dạng hiển mới. Tại mỗi bước lặp chúng tôi chỉ đòi hỏi giải một

bài toán lồi mạnh và một bài toán quy hoạch toàn phương. Thuật toán được tính

toán một cách hữu hiệu với các ví dụ số thực hiện trên phần mềm MATLAB.

2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu của luận án là nghiên cứu đề xuất các thuật toán mới giải lớp các

bài toán cân bằng hai cấp. Cụ thể như sau:



6

� Nghiên cứu đề xuất thuật toán chiếu dưới đạo hàm và thuật toán chiếu

tổng quát kết hợp với kỹ thuật quán tính cho bài toán cân bằng hai cấp

đơn điệu.

� Nghiên cứu mở rộng thuật toán đạo hàm tăng cường cho bài toán cân bằng

trên tập nghiệm của bài toán cân bằng hỗn hợp.

� Kết hợp phương pháp chiếu tổng quát và kỹ thuật phân tích DC, đề xuất

thuật toán mới giải bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán bất

đẳng thức biến phân affine.

� Triển khai các tính toán số minh họa cho các thuật toán đề xuất, so sánh

với các thuật toán đã có và ứng dụng cho mô hình cân bằng kinh tế Nash-

Cournot.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu: Đối tượng nghiên cứu của luận án là lớp các bài toán

cân bằng hai cấp trong không gian Hilbert thực. Cụ thể: Bài toán cân bằng

với ràng buộc là tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân, bài toán

cân bằng với ràng buộc là tập nghiệm của bài toán cân bằng khác, bài toán

cân bằng với ràng buộc là tập điểm bất động giao với tập nghiệm của bài

toán cân bằng khác. Một số mô hình thực tế như mô hình cân bằng kinh

tế Nash Cournot.

Phạm vi nghiên cứu: Luận án tập trung nghiên cứu đề xuất thuật toán

mới, cải tiến phương pháp xấp xỉ nghiệm cho bài toán cân bằng hai cấp

với trọng tâm là mở rộng phương pháp chiếu, phương pháp đạo hàm tăng

cường, phương pháp phân tích DC. Bên cạnh đó, chứng minh sự hội tụ của

thuật toán, phân tích sai số tính toán trong một số trường hợp cụ thể cũng

được thực hiện một cách chi tiết trong luận án.

4. Phương pháp nghiên cứu

Để đề xuất thuật toán mới và chứng minh sự hội tụ của dãy lặp giải bài

toán cân bằng hai cấp, ngoài việc sử dụng các kỹ thuật cơ bản trong giải

tích, giải tích lồi, giải tích đa trị và giải tích phi tuyến, chúng tôi dựa trên
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các phương pháp đã được sử dụng trong bài toán tối ưu, bài toán bất đẳng

thức biến phân như phương pháp chiếu dưới đạo hàm, nguyên lý bài toán

phụ, phương pháp đạo hàm tăng cường, phương pháp điểm gần kề,. . .

5. Kết quả của luận án

Một số kết quả mới đã đạt được của luận án như sau:

� Đề xuất hai thuật toán kiểu chiếu mới và chứng minh sự hội tụ của nó.

Thuật toán thứ nhất giải bài toán đơn điệu mạnh với ràng buộc cân bằng

đơn điệu. Thuật toán thứ hai sử dụng kỹ thuật chiếu tổng quát và kỹ thuật

quán tính giải bài toán cân bằng trên tập điểm bất động giao với tập nghiệm

của bài toán cân bằng khác.

� Đề xuất thuật toán đạo hàm tăng cường giải bài toán cân bằng trên tập

nghiệm của bài toán cân bằng hỗn hợp và chứng minh sự hội tụ của thuật

toán.

� Sử dụng kỹ thuật phân tích DC và phương pháp chiếu tổng quát, đề xuất

thuật toán mới giải bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán bất

đẳng thức biến phân affine.

� Thực hiện các tính toán số minh họa cho các thuật toán đã đề xuất, so

sánh với các thuật toán khác, áp dụng cho mô hình cân bằng kinh tế Nash-

Cournot.

Nội dung của luận án được viết dựa trên kết quả của 04 bài báo, trong đó 01

được xuất bản trong tạp chí SCI Q1, 02 được xuất bản trong tạp chí SCIE Q1,

Q2 và 01 bài đã gửi đăng trong tạp chí SCIE Q1. Các kết quả chính của luận án

đã được báo cáo tại

� Hội thảo: "Những hướng mới trong tối ưu tính toán và ứng dụng" (26-

27/12/2021 tại Viện nghiên cứu cao cấp về Toán)

� Hội nghị quốc tế: The International Symposium on Applied Science -ISAS2022

(14 - 16/10/2022 tại Đại học Bách khoa thành phố Hồ Chí Minh)

� Hội thảo: "Tối ưu và Tính toán Khoa học" lần thứ 21 (20-22/4/2023 tại

Ba Vì)
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� Hội nghị Toán học toàn quốc lần thứ X (8-12/08/2023 tại Đà Nẵng)

� Seminar bộ môn Toán học Tính toán – Toán ứng dụng, trường Đại học

Khoa học Tự nhiên-Đại học Quốc gia Hà Nội

� Seminar phòng Lab "Toán Ứng dụng và tính toán", Học viện Công nghệ

Bưu chính Viễn thông.

6. Bố cục của luận án

Ngoài phần mở đầu, danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến

luận án, danh mục tài liệu tham khảo và kết luận, luận án được trình bày trong

4 chương:

Chương 1. Bài toán cân bằng hai cấp

Chương 2. Phương pháp chiếu dưới đạo hàm

Chương 3. Phương pháp đạo hàm tăng cường

Chương 4. Nguyên lý bài toán phụ DC
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Chương 1

BÀI TOÁN CÂN BẰNG HAI CẤP

Mục đích của chương này là chúng tôi nhắc lại một số khái niệm cũng như

những kết quả đã biết trong giải tích hàm, đặc biệt là giải tích lồi, là kiến thức

cơ sở cho các chương sau. Bên cạnh đó, khái niệm về bài toán cân bằng hai cấp,

các bài toán liên quan, điều kiện tồn tại nghiệm và một số phương pháp giải

thường gặp cho bài toán bài toán cân bằng hai cấp như phương pháp điểm gần

kề, phương pháp sử dụng nguyên lý bài toán phụ, phương pháp chiếu cũng được

chúng tôi trình bày trong chương này. Nội dung của chương 1 được viết dựa trên

một số kết quả trong [1, 2, 3, 24, 26, 53, 72].

1.1 Một vài kiến thức cơ bản

1.1.1 Các khái niệm và một số kết quả cơ bản trong không

gian Hilbert thực

Cho H là một không gian Hilbert thực với tích vô hướng ⟨·, ·⟩, ký hiệu ∥ · ∥
là chuẩn cảm sinh tương ứng. Tích vô hướng ⟨x, y⟩ là một hàm liên tục theo các

biến x và y, đồng thời thỏa mãn bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ H.

Định nghĩa 1.1. Một dãy {xk} trong H được gọi là

� hội tụ mạnh (hay hội tụ theo chuẩn) tới x̂ ∈ H, nếu ∥xk− x̂∥ → 0 khi k → ∞
và được ký hiệu bởi xk → x̂;

� hội tụ yếu tới x̂ ∈ H, nếu ⟨y, xk⟩ → ⟨y, x̂⟩ khi k → ∞ với mọi y ∈ H và

được ký hiệu bởi xk ⇀ x̂.
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Cần chú ý rằng, trong không gian Hilbert hữu hạn chiều hoặc trên tập compact

tương đối, hai loại hội tụ trên là trùng nhau. Trong không gian Hilbert vô hạn

chiều tổng quát, từ xk → x̂ suy ra xk ⇀ x̂. Để có điều ngược lại chúng ta phải cần

thêm điều kiện ∥xk∥ → ∥x̂∥ (Định lý 1.8.3 trong [23]).

Một số tính chất quan trọng của chuẩn ∥ · ∥ được phát biểu trong bổ đề sau.

Bổ đề 1.1. [31, Bổ đề 2.1] Với a, b ∈ H bất kỳ, ta có

(i) ∥a− b∥2 = ∥a∥2 − ∥b∥2 − 2 ⟨a− b, b⟩;

(ii) ∥ma+ (1−m) b∥2 = m∥a∥2 + (1−m) ∥b∥2 −m (1−m) ∥a− b ∥2 , ∀m ∈ R;

(iii) ∥a+ b∥2 = ∥a∥2 + 2⟨a, b⟩+ ∥b∥2;

(iv) ∥a+ b∥2 ≤ ∥a∥2 + 2⟨b, a+ b⟩.

Định nghĩa 1.2. Cho C là một tập con của không gian Hilbert thực H. Khi đó,

� tập C được gọi là tập lồi trong H, nếu với mọi a, b ∈ C, γ ∈ [0, 1] kéo theo

γa+ (1− γ)b cũng thuộc C;

� tập C được gọi là nón có đỉnh tại 0, nếu với mọi x ∈ C và với mọi α ∈ R∗
+

kéo theo αx ∈ C. Khi C−x0 là nón có đỉnh tại 0 thì ta nói C là nón có đỉnh

tại x0;

Dễ thấy Rn, ∅, các nửa không gian, hình cầu, đa diện M = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}
(với A ∈ Rm×n, b ∈ Rm) là các tập lồi trong không gian Rn.

Nón pháp tuyến ngoài là khái niệm quan trọng trong Lý thuyết tối ưu nói

chung và Lý thuyết bất đẳng thức biến phân cũng như bài toán cân bằng nói

riêng.

Định nghĩa 1.3. Cho C là một tập con khác rỗng của không gian Hilbert thực

H, x∗ là một phần tử thuộc tập C. Khi đó,

� tập NC(x∗) = {ω ∈ H : ⟨ω, y − x∗⟩ ≤ 0, ∀y ∈ C} được gọi là nón pháp tuyến

ngoài của C tại x∗.

Từ định nghĩa trên ta có, nếu x∗ ∈ intC thì NC(x∗) = {0}. Dưới đây là hình

minh họa cho nón pháp tuyến ngoài của tập C tại điểm x∗.
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Hình 1.1: Tập nón pháp tuyến ngoài NC(x∗)

Cho C là một tập con khác rỗng trong H và hàm số f : C → R ∪ {±∞}. Khi

đó, các tập

domf ={x ∈ C : f(x) < +∞}

epif ={(x, a) ∈ C ×R : f(x) ≤ a},

được gọi là miền hữu hiệu và tập trên đồ thị tương ứng của hàm f . Một hàm f

có domf ̸= ∅ và f(x) > −∞, ∀x ∈ C được gọi là hàm chính thường trên miền C.

Hàm lồi đóng một vai trò quan trọng trong lý thuyết tối ưu nói chung và lý

thuyết bất đẳng thức biến phân cũng như cân bằng nói riêng. Sau đây là một số

dạng lồi của hàm f .

Định nghĩa 1.4. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert

thực H. Một hàm chính thường f : C → R ∪ {+∞} được gọi là

� lồi mạnh trên C với hằng số β > 0, nếu

f
(
(1− t)x+ ty

)
≤ (1− t)f(x)+ tf(y)− β

2
(1− t)t∥x− y∥2, ∀t ∈ [0, 1], x, y ∈ C;

� lồi trên C, nếu

f
(
(1− t)x+ ty

)
≤ (1− t)f(x) + tf(y), ∀t ∈ [0, 1], x, y ∈ C;

� lồi chặt trên C, nếu

f
(
(1− t)x+ ty

)
< (1− t)f(x) + tf(y), ∀t ∈ (0, 1), x, y ∈ C, x ̸= y;
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� tựa lồi trên C, nếu

f
(
(1− t)x+ ty

)
≤ max

{
f(x), f(y)

}
, ∀t ∈ [0, 1], x, y ∈ C.

Từ định nghĩa: lồi mạnh ⇒ lồi chặt ⇒ lồi ⇒ tựa lồi.

Ví dụ 1.1.

1) Cho tập lồi C, khi đó hàm chỉ δC(v) =

0 khi v ∈ C

+∞ khi v /∈ C
là hàm lồi

trên C.

2) Hàm toàn phương f(x) = 1
2⟨x,Ax⟩+ ⟨x, a⟩+ b với A ∈ Rn×n nửa xác định

dương, a ∈ Rn và b ∈ R là một hàm lồi trên Rn.

3) Cho C ⊂ Rn(n ≥ 2) là tập lồi, khác rỗng. Khi đó, hàm số f(x) = ∥x∥ lồi

trên C. Hơn nữa, nếu 0 ∈ C và C \ {0} ≠ ∅ thì f không lồi chặt trên C.

4) Hàm số f từ Rn vào R xác định bởi f(x) = 1
2∥x∥

2 là lồi mạnh trên Rn

với hệ số τ = 1
2 .

Cho ∅ ̸= C ⊆ H và hàm số f : C → R ∪ {+∞}, α ∈ (−∞,+∞]. Ta gọi các tập

Lα(f) := {x ∈ C : f(x) ≤ α} và L0
α(f) := {x ∈ C : f(x) < α} là tập mức dưới và

tập mức dưới chặt tương ứng của f . Khi đó ta có tính chất sau, hàm f lồi khi và

chỉ khi tập epif lồi và hàm f lồi kéo theo các tập dom(f), Lα(f), L0
α(f) cũng lồi.

Định nghĩa 1.5. Cho hàm chính thường f : H → R ∪ {+∞}, x0 ∈ H. Khi đó

� Phần tử w ∈ H được gọi là dưới đạo hàm của hàm f tại x0, nếu

⟨w, x− x0⟩+ f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ H.

Tập hợp tất cả các dưới đạo hàm của hàm f tại x0 được gọi là dưới vi phân

của f tại x0, được ký hiệu bởi ∂f(x0). Hàm f được gọi là khả dưới vi phân

tại x0, nếu ∂f(x0) ̸= ∅.

� Hàm f được gọi là khả dưới vi phân trên H, nếu ∂f(x) ̸= ∅ với mọi x ∈ H.

� Phần tử w ∈ H được gọi là dưới đạo hàm xấp xỉ của f tại x0, nếu

⟨w, x− x0⟩+ f(x0) ≤ f(x) + ϵ, ∀x ∈ H,
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với ϵ > 0 cố định cho trước. Tập hợp tất cả các dưới đạo hàm xấp xỉ của

hàm f tại x0 được gọi là dưới vi phân xấp xỉ của hàm f tại x0 và được kí

hiệu bởi ∂ϵf(x0).

Từ định nghĩa suy ra, ∂f(x0) ⊆ ∂ϵf(x0) với mọi ϵ ≥ 0.

Chú ý 1.1. Với hàm f : C → R, ta định nghĩa dưới vi phân và dưới vi phân xấp

xỉ của hàm f trên C như trong Định nghĩa 1.5 bằng cách mở rộng hàm f lên toàn

bộ không gian như sau

f̂(x) =

f(x) nếu x ∈ C,

+∞ nếu x /∈ C.

Ví dụ 1.2.

1) Chúng ta đã biết hàm số f(x) = |x| không có đạo hàm tại 0. Tuy nhiên

dễ dàng tính được dưới vi phân của f tại 0 là đoạn [−1, 1]. Tổng quát ta có

dưới vi phân của hàm f(x) = ∥x∥ từ Rn vào R là

∂f(x0) =

{w ∈ Rn : ∥w∥ ≤ 1} nếux0 = 0;

{w ∈ Rn : ∥w∥ = 1, ⟨w, x0⟩ = ∥w∥} nếux0 ̸= 0.

2) Xét hàm số

h(x) =

−x+ |x− 2| nếu x ≥ 1;

x
2 +

1
2 |x| − 1 nếu x < 1.

Khi đó, dưới vi phân xấp xỉ của h tại 0 là ∂ϵh(0) = [0, 1] và dưới vi phân

xấp xỉ của h tại 2 là ∂ϵh(2) = [−2, 0] với mỗi ϵ > 0.

3) Cho hàm số g : R → R ∪ {+∞} được xác định bởi

g(x) =

+∞ nếu x < 0;

−
√
x nếu x ≥ 0.

Khi đó, ∂g(0) = ∅. Tuy nhiên, với mọi ϵ > 0 ta có dưới vi phân xấp xỉ của

g tại 0 là

∂ϵg(0) =

(
−∞,− 1

4ϵ

]
.

Định nghĩa 1.6. Cho ∅ ≠ C ⊆ H. Hàm số g : C → R ∪ {+∞} được gọi là
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� nửa liên tục dưới tại x∗ ∈ C, nếu

∀{xk} ⊂ C : xk → x∗ ⇒ lim inf
k→+∞

g(xk) ≥ g(x∗);

� nửa liên tục dưới yếu tại x∗ ∈ C, nếu

∀{xk} ⊂ C : xk ⇀ x∗ ⇒ lim inf
k→+∞

g(xk) ≥ g(x∗);

� nửa liên tục trên tại x∗ ∈ C, nếu

∀{xk} ⊂ C : xk → x∗ ⇒ lim sup
k→+∞

g(xk) ≤ g(x∗);

� nửa liên tục trên yếu tại x∗ ∈ C, nếu

∀{xk} ⊂ C : xk ⇀ x∗ ⇒ lim sup
k→+∞

g(xk) ≤ g(x∗);

� liên tục tại x∗ ∈ C, nếu nó vừa nửa liên tục dưới vừa nửa liên tục trên tại

x∗;

� bán liên tục tại x∗ ∈ C, nếu lim
t→0+

f(tz + (1− t)x∗) = f(x∗), ∀z ∈ C;

� liên tục yếu theo dãy trên C, nếu dãy {xk} ⊂ C hội tụ yếu đến x∗ ∈ C thì

lim
k→∞

g(xk) = g(x∗);

� nửa liên tục dưới (nửa liên tục dưới yếu, nửa liên tục trên, nửa liên tục trên

yếu, liên tục, bán liên tục) trên C, nếu f nửa liên tục dưới (nửa liên tục

dưới yếu, nửa liên tục trên, nửa liên tục trên yếu, liên tục, bán liên tục) tại

mọi điểm x∗ ∈ C.

1.1.2 Phép chiếu và song hàm đơn điệu

Cho không gian Hilbert thực H. Gọi C là tập con lồi đóng khác rỗng của H.

Khi đó, ánh xạ PrC từ H vào C xác định bởi PrC(x) = argmin{∥t − x∥ : t ∈ C}
được gọi là phép chiếu của H lên C. Phần tử PrC(x) ∈ C được gọi là hình chiếu

của x trên C và ∥x− PrC(x)∥ chính là khoảng cách từ x tới tập C. Trong trường

hợp đặc biệt, tập C có dạng: C = {t ∈ H : ⟨a, t⟩ ≤ b} (là một nửa không gian),

phép chiếu PrC(x) được cho bởi công thức dạng hiển sau:

PrC(x) =

x−
⟨a,x⟩−b
∥a∥2 a nếu ⟨a, x⟩ − b > 0,

x nếu ngược lại.
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Phép chiếu đóng một vai trò rất quan trọng trong việc xây dựng thuật giải

cho các bài toán tối ưu nói chung và bài toán cân bằng nói riêng. Chúng tôi dùng

một số tính chất cơ bản của phép chiếu, để chứng minh sự hội tụ của các thuật

toán trong các chương sau.

Mệnh đề 1.1. [24, Mệnh đề 4.8] Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không

gian Hilbert thực H. Khi đó,

(i) với mỗi u ∈ H, tồn tại duy nhất PrC(u);

(ii) ⟨u− PrC(u), v − PrC(u)⟩ ≤ 0, ∀v ∈ C, u ∈ H;

(iii) ∥PrC(u)− PrC(v)∥2 ≤
〈
PrC(u)− PrC(v), u− v

〉
, ∀u, v ∈ H;

(iv) ∥PrC(u)− PrC(v)∥ ≤ ∥u− v∥, ∀u, v ∈ H;

(v) ∥u− PrC(u)∥2 ≤ ∥u− v∥2 − ∥v − PrC(u)∥2, ∀u ∈ H, v ∈ C;

(vi) ∥PrC(u)− PrC(v)∥2 ≤ ∥u− v∥2 − ∥PrC(u)− u+ v − PrC(v)∥2, ∀u, v ∈ H.

Mệnh đề 1.2. [61, Mệnh đề 4.1] Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng của

không gian Hilbert thực H. Khi đó,

(i) ∥u− PrC(u− v)∥ ≤ ∥v∥, ∀u ∈ C, v ∈ H;

(ii) ∥t− PrC(u− v)∥2 ≤ ∥u− t∥2 − 2⟨u− t, v⟩+ 5∥v∥2, ∀u, t ∈ C, v ∈ H.

Tiếp theo là các khái niệm về tính đơn điệu và tính liên tục kiểu Lipschitz

của một ánh xạ.

Định nghĩa 1.7. Cho C là một tập con của không gian Hilbert thực H và ánh

xạ F : C → H. Khi đó, F được gọi là

� đơn điệu mạnh ngược trên C với hằng số α, nếu tồn tại số α > 0 sao cho

⟨u− v, F (u)− F (v)⟩ ≥ α∥F (u)− F (v)∥2 với mọi u, v ∈ C,

khi α = 1, thì F được gọi là không giãn vững trên C;

� đơn điệu mạnh trên C với hằng số β, nếu tồn tại số β > 0 sao cho

⟨u− v, F (u)− F (v)⟩ ≥ β∥u− v∥2 với mọi u, v ∈ C;
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� đơn điệu chặt trên C, nếu với mọi u, v ∈ C và u ̸= v ta có

⟨u− v, F (u)− F (v)⟩ > 0;

� đơn điệu trên C, nếu

⟨u− v, F (u)− F (v)⟩ ≥ 0 với mọi u, v ∈ C;

� giả đơn điệu trên C với hằng số γ, nếu tồn tại số γ > 0 sao cho

⟨u− v, F (v)⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨u− v, F (u)⟩ ≥ γ∥u− v∥2 với mọi u, v ∈ C;

� giả đơn điệu mạnh trên C, nếu

⟨u− v, F (v)⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨u− v, F (u)⟩ ≥ 0 với mọi u, v ∈ C;

� liên tục Lipschitz trên C với hằng số L, nếu tồn tại số L > 0 sao cho

∥F (u)− F (v)∥ ≤ L∥u− v∥ với mọi u, v ∈ C,

hơn nữa nếu L ∈ (0, 1) thì F được gọi là ánh xạ co trên C. Đặc biệt L = 1,

F được gọi là ánh xạ không giãn trên C;

� tiệm cận không giãn trên C, nếu tồn tại dãy số không âm {θk} với lim
k→∞

θk = 0

sao cho

∥F k(u)− F k(v)∥ ≤ (1 + θk)∥u− v∥ với mọi k ≥ 1 và với mọi u, v ∈ C;

� giả co chặt trên C với hằng số ζ , nếu tồn tại ξ ∈ [0, 1) sao cho

∥F (u)− F (v)∥2 ≤ ∥u− v∥2 + ζ∥(Id− F )u− (Id− F )v∥2 với mọi u, v ∈ C,

trong đó Id là ánh xạ đồng nhất.

Ví dụ 1.3. [43] Xét H = l2. Gọi B là cầu đơn vị trong l2 và ánh xạ F từ B vào

B được xác định như sau

F (x1, x2, x3, . . .) = (0, x21, α2x2, α3x3, . . .),

trong đó {αi} ⊂ (0, 1) sao cho
∞∏
i=2

αi =
1

2
. Khi đó ∥F (x) − F (y)∥ ≤ 2∥x − y∥ với

mọi x, y ∈ B. Hơn nữa,

∥F i(x)− F i(y)∥ ≤ 2
∞∏
i=2

αi∥x− y∥ với mọi i = 2, 3, . . .

Do đó F là ánh xạ tiệm cận không giãn trên B.
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Từ mối liên hệ giữa bài toán cân bằng EP (C, f) và bài toán bất đẳng thức biến

phân V I(C,F ) thông qua việc chọn song hàm f(x, y) = ⟨F (x), y − x⟩, ∀x, y ∈ C,

chúng ta cũng có các khái niệm đơn điệu và liên tục kiểu Lipschitz của song hàm

f tương ứng dưới đây.

Định nghĩa 1.8. Cho song hàm f : C ×C → R. Khi đó, song hàm f được gọi là

� đơn điệu mạnh trên C với hằng sô α, nếu tồn tại số α > 0 sao cho

f(x, y) + f(y, x) ≤ −α∥x− y∥2, ∀x, y ∈ C;

� đơn điệu chặt trên C, nếu

f(x, y) + f(y, x) < 0, ∀x, y ∈ C và x ̸= y;

� đơn điệu trên C, nếu

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C;

� giả đơn điệu mạnh trên C với hắng số β, nếu tồn tại số β > 0 sao cho

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ −β∥x− y∥2, ∀x, y ∈ C;

� giả đơn điệu trên C, nếu

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C;

� giả đơn điệu chặt trên C, nếu

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) < 0, ∀x, y ∈ C và x ̸= y;

� tựa đơn điệu trên C, nếu

f(x, y) > 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C;

� para-đơn điệu trên S ⊂ C, nếu f đơn điệu trên C và thỏa mãn

{x ∈ S, y ∈ C, f(y, x) = f(x, y) = 0} ⇒ y ∈ S;
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� liên tục kiểu Lipschitz trên C với các hằng số c1 > 0 và c2 > 0, nếu

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2, ∀x, y, z ∈ C.

Ví dụ 1.4. Cho tập C1 = {x ∈ R : x ≤ −2}, C2 = {x ∈ R : x ≤ 0} và song hàm

f : C × C → R xác định bởi

f(x, y) = (2 + x2)(x− y).

Khi đó, f đơn điệu mạnh trên C1, đơn điệu chặt trên C2. Nhưng f không đơn

điệu mạnh trên C2.

Thật vậy, với x, y ∈ C1 tùy ý, ta có

f(x, y) + f(y, x) = (2 + x2)(x− y) + (2 + y2)(y − x)

= (x+ y)(x− y)2

≤ −4(x− y)2.

Như vậy, f đơn điệu mạnh trên C1 với hằng số α = 4.

Tương tự trên, với x, y ∈ C2 và x ̸= y ta cũng có

f(x, y) + f(y, x) = (x+ y)(x− y)2 < 0,

do đó, f đơn điệu chặt trên C2.

Giả sử f đơn điệu mạnh trên C2 với hệ số β > 0. Khi đó,

f(x, y) + f(y, x) ≤ −β(x− y)2 ∀x, y ∈ C2.

Suy ra,

x+ y ≤ −β ∀x, y ∈ C2.

Chọn x = 0 và y = −β/2 cùng thuộc C2, thay vào bất đẳng thức trên ta thu được

−β
2 ≤ −β, vô lý. Dẫn đến, f không đơn điệu mạnh trên C2.

Ví dụ 1.5. Xét song hàm f : R×R → R xác định bởi

f(x, y) = x2(y − x).

Khi đó, f giả đơn điệu trên C := R \ {0}. Nhưng f không đơn điệu trên C.
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Thật vậy, giả sử f(x, y) = x2(y − x) ≥ 0, ∀x, y ∈ C. Vì xy ̸= 0, nên suy ra y ≥ x

và do đó f(y, x) = y2(x− y) ≤ 0. Vậy f giả đơn điệu trên C.

Mặt khác với mọi x, y ∈ (−∞, 0) và x ̸= y, ta có

f(x, y) + f(y, x) = x2(y − x) + y2(x− y) = −(x+ y)(x− y)2 > 0.

suy ra f không đơn điệu trên C.

Mở rộng các khái niệm đơn điệu, nửa liên tục, liên tục của ánh xạ đơn trị,

chúng ta cũng có các khái niệm tương ứng của ánh xạ đa trị.

Định nghĩa 1.9. Cho ánh xạ đa trị F : C ⇒ H. Khi đó, F được gọi là

� đơn điệu mạnh với hằng số τ , nếu tồn tại hằng số τ > 0 sao cho

⟨u− v, x− y⟩ ≥ τ∥x− y∥2, ∀x, y ∈ C và ∀u ∈ F (x), ∀v ∈ F (y);

� đơn điệu chặt, nếu

⟨u− v, x− y⟩ > 0, ∀x, y ∈ C, x ̸= y và ∀u ∈ F (x), ∀v ∈ F (y);

� đơn điệu, nếu

⟨u− v, x− y⟩ ≥ 0, ∀x, y ∈ C và ∀u ∈ F (x), ∀v ∈ F (y);

Định nghĩa 1.10. Cho ánh xạ đa trị F : C ⇒ H và điểm x0 ∈ C. Khi đó, F được

gọi là

� nửa liên tục trên tại x0, nếu với mọi tập con mở U ⊂ C mà F (x0) ⊂ U , tồn

tại lân cận V (x0) của x0 sao cho F (w0) ⊂ U,∀w0 ∈ V (x0). Ánh xạ F là nửa

liên tục trên trên C, nếu nó là nửa liên tục trên tại mọi x0 ∈ C;

� nửa liên tục dưới tại x0, nếu với mọi y ∈ F (x0) và dãy {xn} trong C hội tụ

đến x0, tồn tại dãy {yn} ⊂ F (xn) hội tụ về y;

� liên tục tại x0, nếu nó vừa liên tục trên, vừa liên tục dưới tại x0. Nếu F là

liên tục tại mọi điểm thuộc C thì F được gọi là liên tục trên C.

Tiếp theo, chúng ta nhắc lại khái niệm khoảng cách Hausdorff giữa hai tập

trong không gian Hilbert và một số ví dụ minh họa.
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Định nghĩa 1.11. Cho A và B là hai tập con khác rỗng của H, khoảng cách

Hausdorff giữa A và B được xác định như sau:

dH(A,B) := max{d(A,B), d(B,A)},

trong đó d(A,B) := sup
x∈A

inf
y∈B

∥x− y∥, d(B,A) := sup
x∈B

inf
y∈A

∥x− y∥ .

Ví dụ 1.6. Trên trục số thực, cho hai đoạn thẳng X = [0, 2], Y = [0, 1] (Hình

1.2). Khi đó,

dH(X, Y ) =max{max
y∈Y

d(y,X),max
x∈X

d(x, Y )}

=1.

Hình 1.2: Hình minh họa cho Ví dụ 1.5

Ví dụ 1.7. Trong mặt phẳng Oxy, cho hình vuông X = [0, 1] × [0, 1] và đoạn

thẳng Y = [0, 3]× {0} (Hình 1.3). Khi đó,

dH(X, Y ) =max{max
y∈Y

d(y,X),max
x∈X

d(x, Y )}

=2.

Hình 1.3: Hình minh họa cho Ví dụ 1.6
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Ví dụ 1.8. Trong mặt phẳng Oxy cho tậpX là tam giácM ′N ′P ′ vớiM ′(−6; 6), N ′(−8; 1),
P ′(−3; 4) và Y là đường tròn tâm I ′(5; 1), bán kính R = 4 (Hình 1.4). Gọi E′, F ′

là giao của P ′I ′ với đường tròn và H ′, K ′ là giao của N ′I ′ với đường tròn. Khi đó,

max
y∈Y

{d(y,X)} =F ′P ′ = P ′I ′ +R =
√

82 + 32 + 4 ≃ 12, 5 và

max
x∈X

{d(x, Y )} =N ′H ′ = 9 ⇒ dH(X, Y ) = max{9; 12, 5} = 12, 5.

Hình 1.4: Hình minh họa cho Ví dụ 1.7

Định nghĩa 1.12. Ánh xạ đa trị F : C ⇒ H được gọi là

� liên tục Lipschitz trên C với hằng số L > 0, nếu

dH(F (x), F (y)) ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

Đặc biệt, khi L < 1 thì F được gọi là ánh xạ co trên C và khi L = 1 thì F

được gọi là ánh xạ không giãn trên C.

� ϵ-liên tục Lipschitz (ϵ > 0) với hằng số L trên C, nếu

dH(F (x), F (y)) ≤ L∥x− y∥+ ϵ, ∀x, y ∈ C.

Trong trường hợp 0 < L < 1, ta nói F là ϵ-co với hằng số L.

Ví dụ 1.9. Cho M = {(0; y) : y ≥ 0} ⊂ R2, xét ánh xạ đa trị F : M ⇒ R2 xác

định bởi

F
(
(0; y)

)
:= {(x; y) : 0 ≤ x ≤ y}.

Khi đó, ánh xạ F liên tục Lipschitz với hằng số L =
√
2.
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Hình 1.5: Hình minh họa cho Ví dụ 1.8

Thật vậy, lấy hai điểm (0; a), (0; b) thuộc M bất kỳ. Không mất tổng quát, giả sử

0 ≤ a ≤ b. Đặt

A = F
(
(0; a)

)
:= {(x; a) : 0 ≤ x ≤ a},

B = F
(
(0; b)

)
:= {(x′; b) : 0 ≤ x′ ≤ b}.

Với u(x; a) ∈ A,

d(u,B) = inf
v∈B

∥u− v∥

= inf
0≤x′≤b

√
(b− a)2 + (x′ − x)2

= b− a.

Suy ra

d(A,B) = sup
u∈A

d(u,B) = sup
0≤x≤a

(b− a) = b− a.

Tương tự,

d(v,A) = inf
u∈A

∥u− v∥ = inf
0≤x≤a

√
(b− a)2 + (x′ − x)2.

=⇒ d(B,A) = sup
v∈B

d(v,A)

= sup
0≤x′≤b

√
(b− a)2 + (x′ − a)2
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=
√
2(b− a).

Do đó

dH(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)}

=
√
2(b− a)

=
√
2∥(0; a)− (0; b)∥, ∀(0; a), (0; b) ∈M.

Như vậy, ánh xạ đa trị F là liên tục Lipschitz với hằng số Lipschitz L =
√
2. ■

1.1.3 Bài toán hai cấp

Cho X, Y là các tập con khác rỗng của Rn và Rm tương ứng. Các hàm

f : X × Y → R, h : Rn ×Rm ×Rm → R, Φ : Rn ×Rm ×Rm → R ∪ {+∞} và ánh

xạ đa trị H : Rn ⇒ Rm. Trong mục này, ta xét bài toán hai cấp được đề xuất bởi

M.B. Lignola và J. Morgan [65]. Bài toán được xét có dạng:

min{f(x, y) : (x, y) ∈ Z ⊆ X × Y, y ∈ H(x) ∩ T (x)}, (1.1)

ở đây

T (x) = {y ∈ Rm : h(x, y, z) + Φ(x, y, y) ≤ Φ(x, y, z), ∀z ∈ Rm}.

Sự tồn tại nghiệm của bài toán hai cấp (1.1) được khẳng định thông qua định

lý sau.

Định lý 1.1. [65, Định lý 4.1] Cho X compact, Z ⊆ X × Y đóng, f : X ×
Y ⊆ Rn × Rm → R nửa liên tục dưới, các hàm h : Rn × Rm × Rm → R,và
Φ : Rn ×Rm ×Rm → R ∪ {+∞} thỏa mãn các điều kiện

(i) Với (x, y, z) bất kỳ và với mọi dãy {(xk, yk, zk)} hội tụ về (x, y, z), ta luôn có

Φ(x, y, z) ≤ lim inf
k→+∞

Φ(xk, yk, zk);

(ii) Với (x, y, z) bất kỳ và với mọi dãy {(xk, yk)} hội tụ về (x, y), luôn tồn tại

dãy {zk} hội tụ về z sao cho

lim sup
k→+∞

Φ(xk, yk, zk) ≤ Φ(x, y, z);

(iii) Hàm h(x, y, ·) lõm và hàm Φ(x, y, ·) lồi với x, y bất kỳ;
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(iv) Hàm h(x, ·, z) nửa liên tục dưới trên các phân đoạn của đường thẳng;

(v) h(x, y, y) = 0 với mọi x, y;

(vi) Với (x, y, z) bất kỳ, với mọi dãy {(xk, yk)} hội tụ về (x, y) và với mọi dãy

{zk} hội tụ về z, ta có

−h(x, y, z) ≤ lim inf
n→+∞

h(xk, yk, zk);

(vii) H đóng và mọi lưới {ua} hội tụ về u ∈ Rn, va ∈ H(xa), lưới {va} có điểm

tụ.

Khi đó, Bài toán (1.1) có nghiệm. Hơn nữa, nếu H được cho bởi

H(x) = {y ∈ Rm : hi(x, y) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , p}}

trong đó, hi (i ∈ {1, . . . , p}) thỏa mãn các điều kiện

(a) hi nửa liên tục dưới trên X × Y ;

(b) Tồn tại i ∈ {1, . . . , p} sao cho với mọi α ∈ R, tồn tại tập compact K và

∪x∈X{y ∈ Y : hi(x, y) ≤ α} ⊆ K;

thì bài toán

min f(x, y)

s.t.

(x, y) ∈ Z, hi(x, y) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , p}

h(x, y, z) + Φ(x, y, y) ≤ Φ(x, y, z), ∀z ∈ Rm

có nghiệm.

1.1.4 Một vài kết quả bổ trợ

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một vài kết quả đã biết và sẽ được dùng

để chứng minh sự hội tụ của các thuật toán trong các chương sau.

Bổ đề 1.2. [84, Bổ đề 1] Cho {ak} và {δk} là các dãy số thực không âm sao cho

ak+1 ≤ ak + δk, ∀k ≥ 0,

trong đó {δk} thỏa mãn
∞∑
k=0

δk <∞. Khi đó, tồn tại giới hạn lim
k→∞

ak.
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Bổ đề 1.3. [60, Chú ý 4.4] Cho {ak} là dãy số thực không âm. Giả sử với số

nguyên m tùy ý, tồn tại số tự nhiên p sao cho p ≥ m và ap ≤ ap+1. Xét k0 là số

nguyên sao cho ak0 ≤ ak0+1 và τk được định nghĩa với mọi số tự nhiên k ≥ k0 như

sau

τ(k) = max{i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1}.

Khi đó, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1 với mọi k ≥ k0. Hơn nữa, dãy {τ(k)}k≥k0 là không giảm

và tiến về +∞ khi k → ∞.

Bổ đề 1.4. [86, Mệnh đề 2.31] Cho C là tập con lồi của không gian Hilbert thực

H và hàm g : H → R lồi. Khi đó, x̄ là nghiệm của bài toán:

min{g(x) : x ∈ C}

khi và chỉ khi 0 ∈ ∂g(x̄) +NC(x̄), trong đó ∂g là dưới vi phân của g và NC(x̄) là

nón pháp tuyến ngoài của C tại x̄ ∈ C.

Bổ đề 1.5. [22, Mệnh đề 23] Cho X và Y là hai tập khác rỗng trong Rn, G là

một ánh xạ đa trị từ Y vào X, và hàm số W : X × Y → R. Khi đó,

M(y) =
{
x∗ ∈ G(y) : W (x∗, y) = sup{W (x, y) : x ∈ G(y)}

}
,

nửa liên tục trên khi W và G là liên tục.

Bổ đề 1.6. [59, Định lý 2.3] Cho ρ > 0, G(x) = Qx+ q, C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b},
với ma trận Q ∈ Rn×n đối xứng, ma trận A ∈ Rm×n, q ∈ Rn, b ∈ Rm và Sol(C,G)

là tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân V I(C,G). Khi đó, tồn tại hai

số dương ϵ > 0 và β > 0 sao cho

d(x, Sol(C,G)) ≤ β

∥∥∥∥x− PrC

[
x− 1

ρ
(Qx+ q)

]∥∥∥∥ ,
với mọi x ∈ C và ∥∥∥∥x− PrC

[
x− 1

ρ
(Qx+ q)

]∥∥∥∥ ≤ ϵ,

trong đó d(x, Sol(C,G)) = min{∥x− y∥ : y ∈ Sol(C,G)} và PrC là phép chiếu trực

giao lên C.

Bổ đề 1.7. [59, Bổ đề 3.1] Cho G(x) = Qx+ q, C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b}, với ma

trận Q ∈ Rn×n đối xứng, ma trận A ∈ Rm×n, q ∈ Rn, b ∈ Rm và Sol(C,G) là tập

nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân V I(C,G). Giả sử S1, . . . , Sr là các

thành phần liên thông của Sol(C,G). Khi đó ta có các khẳng định sau:
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(i) Sol(C,G) =
⋃r

i=1 Si;

(ii) Si là hợp của hữu hạn các tập lồi đa diện;

(iii) Với mỗi tập Si (i = 1, . . . , r), luôn tồn tại δ > 0 sao cho d(x, Sj) ≥ δ với mọi

x ∈ Si và i ̸= j;

(iv) Hàm số f0 =
1
2⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩ nhận giá trị hằng trên mỗi tập Si.

Bổ đề 1.8. [87, Bổ đề 2.5] Cho {an} là dãy số thực không âm thỏa mãn điều

kiện: an+1 ≤ (1− λn)an + λnγn, ∀n ≥ 1, trong đó {λn} và {γn} là các dãy số thực

sao cho

(i) {λn} ⊂ [0, 1] và
∞∑
n=1

λn = ∞,

(ii) lim sup
n→∞

γn ≤ 0 hoặc
∞∑
n=1

|λnγn| <∞.

Khi đó, lim
n→∞

an = 0.

Bổ đề 1.9. [93, Bổ đề 2] Giả sử T : C → C là ánh xạ giả co chặt với hằng số ζ.

Khi đó, ánh xạ Id − T là nửa đóng tại 0, nghĩa là, nếu {xn} là dãy trong C sao

cho xn ⇀ x ∈ C và (Id− T )xn → 0, thì (Id− T )x = 0.

Bổ đề 1.10. [89, Bổ đề 3.1] Cho λ ∈ (0, 1], T : C → H là ánh xạ không giãn và

ánh xạ T λ : C → H được xác định bởi

T λx := Tx− λµF (Tx), ∀x ∈ C,

trong đó F : H → H là κ−Lipschitz và β−đơn điệu mạnh. Khi đó, ánh xạ T λ co

với hằng số 0 < µ <
2β

κ2
. Tức là

∥T λx− T λy∥ ≤ (1− λτ)∥x− y∥, ∀x, y ∈ C,

trong đó τ = 1−
√

1− µ(2β − µκ2) ∈ (0, 1].

Bổ đề 1.11. [34, Định lý 1] Cho không gian Banach X với ánh xạ đối ngẫu liên

tục yếu, C là tập con lồi đóng trong X và T : C → C là ánh xạ tiệm cận không

giãn có Fix(T ) ̸= ∅. Khi đó, ánh xạ Id− T là nửa đóng tại điểm 0.

Bổ đề 1.12. [90, Bổ đề 3.1] Cho S : C → C là ánh xạ giả co chặt với hằng số ζ.

Gọi γ̄ và δ̄ là hai số thực không âm. Giả sử rằng (γ̄ + δ̄)ζ ≤ γ̄. Khi đó ta có

∥γ̄(x− y) + δ̄(Sx− Sy)∥ ≤ (γ̄ + δ̄)∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.



27

1.2 Bài toán cân bằng hai cấp

1.2.1 Định nghĩa và các bài toán liên quan

Cho H là một không gian Hilbert thực với tích vô hướng ⟨· , · ⟩ và chuẩn

∥· ∥. Gọi C là tập con lồi đóng khác rỗng của H. Bài toán cân bằng hai cấp

BEP (C, g, f) được phát biểu như sau:

Tìm x̂ ∈ Sol(C, g) sao cho f(x̂, y) ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C, g),

trong đó g : C × C → R và f : H ×H → R là các song hàm thỏa mãn điều kiện

g(x, x) = 0, ∀x ∈ C; f(x, x) = 0, ∀x ∈ H và Sol(C, g) là tập nghiệm của bài toán

EP (C, g). Nghĩa là,

Sol(C, g) = {x∗ ∈ C : g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C}. (1.2)

Bài toán cân bằng hai cấp bao hàm nhiều lớp bài toán quan trọng. Sau đây

là một trong những số đó.

*Bài toán cân bằng

Dễ thấy khi ta chọn song hàm f ≡ 0, tức là f(x, y) = 0, ∀x, y ∈ H thì bài toán

BEP (C, g, f) trở thành bài toán cân bằng EP (C, g)

Tìm x∗ ∈ C sao cho g(x∗, y) ≥ 0, ∀x ∈ C.

*Bài toán bất đẳng thức biến phân hai cấp

Xét các song hàm g và f được xác định như sau

g(x, y) := ⟨G(x), y − x⟩, f(x, y) := ⟨F (x), y − x⟩,

trong đó G là ánh xạ từ C vào C và F là ánh xạ từ H vào H. Khi đó, bài toán

BEP (C, g, f) trở thành bài toán bất đẳng thức biến phân hai cấp BV I(C,G, F )

Tìm x̂ ∈ Sol(C,G) sao cho ⟨F (x̂), y − x̂⟩ ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C,G),

trong đó Sol(C,G) là tập được xác định như sau

Sol(C,G) = {x∗ ∈ C : ⟨G(x∗), y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C}.

Thật vậy, khi xét song hàm f(x, y) = ⟨F (x), y − x⟩ thì hai bài toán EP (C, f) và

V I(C,F ) là tương đương theo nghĩa chúng có tập nghiệm trùng nhau.
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*Bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến

phân

Ta chọn song hàm g(x, y) := ⟨G(x), y − x⟩, trong đó G là ánh xạ từ C vào C.

Khi đó, bài toán BEP (C, g, f) trở thành bài toán

Tìm x̂ ∈ Sol(C,G) sao cho f(x̂, y) ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C,G), (1.3)

trong đó Sol(C,G) là tập nghiệm của bài toán V I(C,G), tức là

Sol(C,G) = {x∗ ∈ C : ⟨G(x∗), y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C}.

*Bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập nghiệm của bài toán cân

bằng

Đặt f(x, y) := ⟨F (x), y − x⟩, với F là ánh xạ từ H vào H, thì bài toán

BEP (C, g, f) trở thành

Tìm x̂ ∈ Sol(C, g) sao cho ⟨F (x̂), y − x̂⟩ ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C, g), (1.4)

trong đó Sol(C,G) là tập được xác định như sau

Sol(C, g) = {x∗ ∈ C : g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C}.

Đây chính là bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập nghiệm bài toán cân

bằng.

Ta có thể nói rằng, các bài toán cân bằng, bất đẳng thức biến phân hai cấp,

bài toán cân bằng trên tập nghiệm bất đẳng thức biến phân và ngược lại đều là

các trường hợp riêng của bài toán cân bằng hai cấp. Việc tìm thuật giải cho bài

toán cân bằng hai cấp, có thể giải quyết được nhiều lớp bài toán con. Điều ngược

lại chưa chắc đã đúng. Chẳng hạn như, thuật toán giải bài toán cân bằng trên

tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân, có thể không mở rộng để giải

bài toán cân bằng hai cấp.

1.2.2 Điều kiện tồn tại nghiệm

Trước hết chúng tôi nhắc lại một số kết quả về sự tồn tại nghiệm, tính chất

tập nghiệm của bài toán cân bằng EP (C, g).

Định lý 1.2. [53, Định lý 4.14] Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng trong không

gian Hilbert thực H, g : C × C → R là song hàm cân bằng, giả đơn điệu sao cho
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với mỗi x ∈ C, g(., x) bán liên tục và g(x, .) lồi, nửa liên tục dưới trên C. Giả sử

điều kiện bức sau được thỏa mãn:

Tồn tại tập compact W ⊂ C sao cho: ∀x ∈ C \W , ∃y ∈ W : g(x, y) < 0.

Khi đó, bài toán cân bằng EP (C, g) có ít nhất một nghiệm.

Định lý 1.3. [53, Định lý 4.15] Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng trong không

gian Hilbert thực H. Song hàm g : C × C → R thỏa mãn điều kiện cân bằng. Khi

đó, nếu các điều kiện trong Bổ đề 1.2 được thỏa mãn, đồng thời K lồi thì tập

nghiệm Sol(C, g) được xác định bởi (1.2) là một tập lồi đóng khác rỗng trong C.

Sau đây là kết quả về tính duy nhất nghiệm của bài toán cân bằng hai cấp

BEP (C, g, f).

Định lý 1.4. [77, Mệnh đề 2.2] Giả sử tập nghiệm Sol(C, g) khác rỗng và f giả

đơn điệu mạnh đồng thời thỏa mãn các điều kiện sau

(i) Với mỗi y ∈ C, f(·, y) là bán liên tục trên trên C;

(ii) Với mỗi x ∈ C, f(x, ·) lồi, nửa liên tục dưới và khả dưới vi phân trên C.

Khi đó, bài toán BEP (C, g, f) có nghiệm duy nhất.

Gọi C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H,

f, g : C × C → R, ψ, φ : H ×H → R là các song hàm. Xét bài toán cân bằng hai

cấp hỗn hợp (BMEP )

Tìm x̄ ∈ Sg,φ sao cho f(x̄, y) + ψ(y, x̄)− ψ(x̄, x̄) ≥ 0, ∀y ∈ Sg,φ,

trong đó Sg,φ là tập được xác định bởi

Sg,φ = {x∗ ∈ C : g(x∗, y) + φ(y, x∗)− φ(x∗, x∗) ≥ 0, ∀y ∈ C}.

Nghĩa là, Sg,φ là tập nghiệm của bài toán cân bằng sau

Tìm x̄ ∈ C sao cho g(x̄, y) + φ(y, x̄)− φ(x̄, x̄) ≥ 0, ∀y ∈ C. (1.5)

Dễ thấy rằng, khi ψ ≡ φ ≡ 0 thì bài toán (BMEP ) trở thành bài toán cân bằng

hai cấp BEP (C, g, f).

Định nghĩa 1.13. Cho không gian Hilbert thực H.



30

� Ánh xạ tuyến tính bị chặn T : H → H được gọi là δ-dương mạnh, nếu tồn

tại δ > 0 sao cho

⟨T (x), x⟩ ≥ δ∥x∥2, ∀x ∈ H.

� Song hàm φ : H×H → R được gọi là đối xứng lệch (skew-symmetric), nếu

φ(u, u)− φ(u, v)− φ(v, u) + φ(v, v) ≥ 0, ∀u, v ∈ H.

Tính chất tập nghiệm của bài toán (BMEP ) được chỉ ra trong định lý sau

đây.

Định lý 1.5. [38, Định lý 3.2] Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng trong không

gian Hilbert thực H, K là tập compact trong H sao cho C ∩ K ̸= ∅. Gọi g, f :

C × C → R, ψ, φ : H×H → R và T : H → H thỏa mãn các điều kiện sau

(i) Các song hàm g, f là β-đơn điệu mạnh và α-đơn điệu mạnh ngược tương

ứng đồng thời là bán liên tục trên theo biến thứ nhất. Với mỗi x ∈ C các

hàm g(x, ·), f(x, ·) lồi và nửa liên tục dưới trên C;

(ii) Ánh xạ T là toán tử δ-dương mạnh và tuyến tính bị chặn;

(iii) Các song hàm ψ, φ là đối xứng lệch, liên tục và lồi theo biến thứ nhất;

(iv) Mỗi x ∈ H, tồn tại y0 ∈ C ∩K sao cho

g(z, y0) + φ(y0, z)− φ(z, z) + ⟨T (y0 − z), z − x⟩ < 0, ∀x ∈ C \K.

Khi đó, nếu max

{
∥T∥
δ + ρβ

,
∥T∥
δ + ρα

}
< 1 thì ta có tập nghiệm của bài toán (BMEP )

là tập lồi, compact và khác rỗng trong C.

1.2.3 Một số thuật giải cho bài toán cân bằng hai cấp

Trong những năm gần đây các thuật giải cho bài toán cân bằng hai cấp đã

nhận được sự quan tâm nghiên cứu bởi nhiều tác giả [10, 25, 35, 52, 66, 85]. Sau

đây chúng tôi điểm qua một số thuật giải có liên quan đến luận án.

a. Thuật toán điểm gần kề

Năm 2010, bằng sự kết hợp giữa phương pháp hàm phạt và phương pháp

điểm gần kề, A. Moudafi [66] đã đề xuất thuật toán điểm gần kề cho bài toán

cân bằng hai cấp BEP (C, g, f) như sau:
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Thuật toán 1.1. [66, Thuật toán 1.3]
x0 ∈ C, k = 0,

Tìm xk+1 ∈ C sao cho:

f(xk+1, y) + ϵkg(xk+1, y) + 1
rk
⟨xk+1 − xk, y − xk+1⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C.

Dưới các giả thiết của song hàm f, g đơn điệu, bán liên tục trên theo biến thứ

nhất, lồi và liên tục dưới theo biến thứ hai, tác giả đã chỉ ra được sự hội tụ của

thuật toán thông qua định lý:

Định lý 1.6. [66, Định lý 2.3] Giả sử Sol(C, g) ̸= ∅, với mỗi y ∈ C hàm f(., y)

nửa liên tục trên theo biến thứ nhất và bị chặn với mỗi y ∈ Sol(C, g). Khi đó, nếu

lim inf
k

rk > 0 và
+∞∑
k=0

rkϵk < +∞ thì

+∞∑
k=0

∥xk+1 − xk∥2 < +∞

và dãy {xk} sinh ra bởi thuật toán 1.1 hội tụ yếu về một điểm thuộc Sol(C, g).

Hơn nữa, nếu thêm điều kiện ∥xk+1 − xk∥ < o(ϵk), thì dãy {xk} hội tụ yếu về một

nghiệm của bài toán BEP (C, g, f).

Ưu điểm của thuật toán trên là tính đơn giản của nó tại mỗi bước lặp. Tuy

nhiên, hạn chế lớn của thuật toán này là tại mỗi bước lặp, ta phải tìm một

nghiệm chính xác của một bài toán cân bằng phụ. Hơn nữa, để đảm bảo sự

hội tụ của thuật toán ta cần phải chọn dãy tham số {ϵk} thỏa mãn điều kiện

∥xk+1 − xk∥ < o(ϵk). Thực tế, điều này rất khó thực hiện khi chưa đánh giá được

tốc độ hội tụ của dãy lặp {∥xk+1 − xk∥}.
b. Thuật toán điểm gần kề cải tiến

Năm 2015, Z. Chbani và cộng sự [35] sử dụng khoảng cách Bregman tổng

quát đã đề xuất thuật toán D-PPA cho bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f).

Thuật toán được viết dưới dạng sau.

Thuật toán 1.2. [35, Thuật toán D-PPA]
x0 ∈ C, k = 0,

Tìm xk+1 ∈ C sao cho:

rkf(xk+1, y) + βkrkg(xk+1, y) + ⟨∇1D(xk+1 − xk), y − xk+1⟩+ δk ≥ 0, ∀y ∈ C.
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Khi đó, dưới điều kiện trên các tham số và tính đơn điệu tổng quát của các

song hàm, các tác giả cũng đã chỉ ra sự hội tụ yếu của các dãy lặp.

c. Thuật toán tiến-lùi tách

Năm 2018, H. Riahi và các cộng sự [78] đã nghiên cứu đề xuất thuật toán

PFBSA giải bài toán BEP (C, g, f) như sau.

Thuật toán 1.3. [78, Thuật toán PFBSA]
x0 ∈ C, k = 0,

Tìm xk+1 ∈ C : λkf(y, xk+1) + ⟨xk+1 − (xk − λkαkv
k), y − xk+1⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C,

ở đây vk ∈ H sao cho − g(y, xk) + ⟨vk, xk − y⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C.

Dưới các giả thiết giả đơn điệu của các song hàm, các tác giả cũng đã chỉ ra

sử hội tụ mạnh của các dãy lặp tới một nghiệm của bài toán BEP (C, g, f).

Định lý 1.7. [78, Định lý 4.2] Giả sử f, g thỏa mãn các điều kiện lồi, nửa liên

tục dưới theo biến thứ hai, bán liên tục trên theo biến thứ nhất và giả đơn điệu.

Hơn nữa, song hàm g giả đơn điệu và thỏa mãn điều kiện bức với hằng số c.

Các dãy tham số {λk}, {αk} thỏa mãn
∑

λk = +∞,
∑

λ2k < +∞, với mỗi k > 0,

λkαk < M, ∀M ∈ (0, 4c). Đồng thời thỏa mãn

∀x ∈ Sol(C, g), ∀p ∈ NSol(C,g)(x),
∑
k

λkαk

[
g∗x

(
p

αk

)
− σSol(C,g)

(
p

αk

)]
< +∞.

(1.6)

Khi đó, dãy {xk} sinh ra bởi thuật toán PFBSA hội tụ mạnh về nghiệm duy nhất

x̄ của bài toán BEP (C, g, f).

Kết luận Chương 1

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm, các kết quả quan

trọng trong giải tích hàm, lý thuyết tối ưu trong một không gian Hilbert thực H
như: Tập lồi, hàm lồi, phép chiếu, các dạng đơn điệu của song hàm, khoảng cách

Hausdorff, . . . Đặc biệt khái niệm dưới vi phân được dùng rất nhiều trong các

chương sau. Bên cạnh đó khái niệm về bài toán cân bằng hai cấp, điều kiện tồn

tại nghiệm và một số thuật giải cũng được trình bày tóm tắt trong chương này.
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Chương 2

PHƯƠNG PHÁP CHIẾU DƯỚI ĐẠO HÀM

Năm 2011, P. Santos và cộng sự [82] đã đề xuất phương pháp chiếu dưới đạo

hàm xấp xỉ (kết hợp của dưới đạo hàm xấp xỉ và phương pháp chiếu) cho bài

toán EP (C, f), trong đó tại mỗi bước lặp chúng ta chỉ cần tính dưới vi phân xấp

xỉ của một hàm lồi và thực hiện một phép chiếu lên tập lồi C. Trong khi đối với

các phương pháp khác, tại mỗi bước lặp chúng ta thường phải giải một hoặc một

số bài toán phụ dẫn đến chi phí tính toán lớn hơn. Bên cạnh đó, trong những

năm gần đây, thuật ngữ quán tính đã được sử dụng khá phổ biến trong các thuật

toán giải bài toán bất đẳng thức biến phân. Nó được coi là một kỹ thuật để tăng

tốc độ hội tụ của các thuật toán. Điểm chung của các thuật toán kiểu quán tính

là dãy lặp hiện tại phụ thuộc vào sự kết hợp của hai dãy lặp trước đó [4, 73]. Sự

thay đổi nhỏ này đã giúp cải thiện đáng kể hiệu quả tính toán của các thuật toán

kiểu quán tính. Gần đây, nhiều nhà nghiên cứu đã áp dụng thuật toán kiểu quán

tính vào giải các bài toán bất đẳng thức biến phân, điểm bất động, bài toán cân

bằng, bài toán chấp nhận tách và một số bài toán tối ưu khác [32, 42, 74, 83].

Hơn nữa, hiệu quả tính toán của các thuật toán kiểu quán tính đã được chỉ ra

thông qua nhiều ví dụ tính toán số và ứng dụng.

Nội dung của chương này được viết dựa trên hai bài báo [CT1] và [CT4] trong

Danh mục công trình khoa học của tác giả có liên quan đến luận án.

2.1 Thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ

Từ những ưu điểm trên, trong mục này chúng tôi phát triển, mở rộng phương

pháp chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ cho bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f).

2.1.1 Thuật toán

Trước hết chúng tôi đưa ra một số giả thiết sau đây.
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(A1) Với mỗi x ∈ C, ta có g(x, ·) khả dưới vi phân trên C, g(x, ·) và f(x, ·) lồi và
nửa liên tục dưới trên toàn không gian H. Hơn nữa, nếu {xk} bị chặn trên

C và ϵk ↘ 0 khi k → ∞, thì dãy {wk} với wk ∈ ∂ϵk2 g(x
k, xk) cũng bị chặn.

(A2) Song hàm g giả đơn điệu trên C và thỏa mãn điều kiện para-đơn điệu. Nghĩa

là, với mỗi x∗ ∈ Sol(C, g)

x̄ ∈ C : g(x̄, x∗) = g(x∗, x̄) = 0 ⇒ x̄ ∈ Sol(C, g).

(A3) Với mỗi y ∈ C, ta có g(·, y) là nửa liên tục trên yếu trên C.

(A4) Tập nghiệm Sol(C, g) khác rỗng.

(A5) Song hàm f là β-đơn điệu mạnh trên H, với mỗi ϵ ≥ 0, ∂ϵ2f(x, x) compact

và liên tục Lipschitz với hằng số L > 0 sao cho β ≤ L .

Sau đây là một ví dụ cho lớp song hàm thỏa mãn điều kiện (A5).

Cho C ⊆ Rn. Xét song hàm f : C × C → R được xác định bởi

f(x, y) = ⟨G(x) +Qy + q, y − x⟩

trong đó Q ∈ Rn×n là ma trận đối xứng, nửa xác định dương, q ∈ Rn, G liên tục

Lipschitz với hằng số L và đơn điệu mạnh với hằng số η > ∥Q∥. Trong bài báo

[75], các tác giả đã chỉ ra được rằng

� f đơn điệu mạnh với hằng số η − ∥Q∥.

� f liên tục Lipschitz với hằng số c1, c2 sao cho

2
√
c1c2 ≥ L+ ∥Q∥.

Ở đây chúng tôi sẽ chỉ ra ∂2f(x, x) thỏa mãn điều kiện (A5). Thật vậy, tính

compact là hiển nhiên. Mặt khác ∂2f(x, x) = {G(x) + Qx + q}, lấy u ∈ ∂2f(x, x)

và v ∈ ∂2f(y, y). Khi đó

⟨u− v, x− y⟩ = ⟨G(x)−G(y) +Q(x− y), x− y⟩

= ⟨G(x)−G(y), x− y⟩+ ⟨Q(x− y), x− y⟩

≥ η∥x− y∥2 + λmin(Q)∥x− y∥2

= (η + λmin(Q))∥x− y∥2.
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Do đó ∂2f(x, x) đơn điệu mạnh với hằng số η + λmin(Q). Lại có

dH(∂2f(x, x), ∂2f(y, y)) = ∥G(x)−G(y) +Q(x− y)∥

≥ L∥x− y∥+ ∥Q∥∥x− y∥

= (L+ ∥Q∥)∥x− y∥.

Nói các khác ∂2f(x, x) liên tục Lipschitz với hằng số L+ ∥Q∥.
Thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ giải bài toán BEP (C, g, f) được mô tả

dưới dạng sau.

Thuật toán 2.1. (Thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ)

Khởi tạo. Lấy x0 ∈ C bất kỳ, ϵ > 0 và các dãy số thực không âm {ϵk}, {βk},
{ξk}, {ηk}, {ρk}, {τk}, gán k := 0.

Bước 1. Tính

xk+1 = PC(y
k − ηku

k), (2.1)

trong đó 

gk ∈ ∂ϵk2 g(x
k, xk),

αk =
βk

γk
, với γk = max{ρk, ∥gk∥},

yk ∈ C : ⟨αkgk + yk − xk, x− yk⟩ ≥ −ξk, ∀x ∈ C,

uk ∈ ∂τk2 f(y
k, yk).

(2.2)

Bước 2. Nếu ∥xk+1−xk∥ < ϵ thì dừng thuật toán. Ngược lại, gán k := k+1,

và quay trở lại Bước 1.

2.1.2 Sự hội tụ

Để chứng minh sự hội tụ của thuật toán này, chúng tôi cần sử dụng tới một

số kết quả sau.

Bổ đề 2.1. [82, Bổ đề 2.4] Cho x, b và c là các số thực không âm thỏa mãn

x2 − bx− c ≤ 0.

Khi đó,

bx ≤ b2 + c.
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Bổ đề 2.2. Giả sử C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert

thực H. Song hàm g : C × C → R thỏa mãn g(x, x) = 0 với mọi x ∈ C và với mỗi

x ∈ C, g(x, ·) lồi, khả dưới vi phân và nửa liên tục dưới trên C. Khi đó, nếu g

thỏa mãn điều kiện (A5) thì ánh xạ đa trị

S(x) =
{
x− τωx : ωx ∈ ∂ϵ2g(x, x)

}
, ∀x ∈ C

là 2
√
τϵ−co với hằng số δ =

√
1− τ(2β − τL2), trong đó τ ∈ (0; 2β

L2 ).

Chứng minh. Từ định nghĩa của dưới đạo hàm xấp xỉ, ta có

g(x, y) ≥ ⟨ωx, y − x⟩ − ϵ, ∀ωx ∈ ∂ϵ2g(x, x);

g(y, x) ≥ ⟨ωy, x− y⟩ − ϵ, ∀ωy ∈ ∂ϵ2g(y, y).

Cộng hai bất đẳng thức này và sử dụng tính β−đơn điệu mạnh của hàm song

hàm g. Khi đó, với mọi x, y ∈ C, ωx ∈ ∂ϵ2g(x, x), ωy ∈ ∂ϵ2g(y, y), ta thu được

⟨ωx − ωy, y − x⟩ − 2ϵ ≤ g(x, y) + g(y, x) ≤ −β∥x− y∥2. (2.3)

Đặt A = ∂ϵ2g(x, x);B = ∂ϵ2g(y, y). Sử dụng bất đẳng thức (2.3), tính liên tục

Lipschitz của ∂ϵ2g(x, x), ta có biến đổi sau(
dH
(
S(x), S(y)

))2
= max

{
sup
ωx∈A

inf
ωy∈B

∥x− τωx − (y − τωy)∥2, sup
ωy∈B

inf
ωx∈A

∥x− τωx − (y − τωy)∥2
}

= ∥x− y∥2 +max
{
sup
ωx∈A

inf
ωy∈B

[2τ⟨ωx − ωy, y − x⟩+ τ2∥ωx − ωy∥2],

sup
ωy∈B

inf
ωx∈A

[2τ⟨ωx − ωy, y − x⟩+ τ2∥ωx − ωy∥2]
}

≤ ∥x− y∥2 +max
{
sup
ωx∈A

inf
ωy∈B

[2τ(−β∥x− y∥2 + 2ϵ) + τ2∥ωx − ωy∥2],

sup
ωy∈B

inf
ωx∈A

[2τ(−β∥x− y∥2 + 2ϵ) + τ2∥ωx − ωy∥2]
}

≤ ∥x− y∥2 + 2τ(−β∥x− y∥2 + 2ϵ) +max
{
sup
ωx∈A

inf
ωy∈B

[τ2∥ωx − ωy∥2],

sup
ωy∈B

inf
ωx∈A

[τ2∥ωx − ωy∥2]
}

= ∥x− y∥2 + 2τ(−β∥x− y∥2 + 2ϵ) + τ2
(
dH(A,B)

)2
≤ ∥x− y∥2 − 2τβ∥x− y∥2 + 4τϵ+ τ2L2∥x− y∥2
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= [1− τ(2β − τL2)]∥x− y∥2 + 4τϵ.

Do A, B compact nên tồn tại ωx ∈ A,ωy ∈ B sao cho dH(A,B) = ∥ωx − ωy∥2. Kết

hợp với (2.3) ta được

−β∥x− y∥2 ≥ −∥ωx − ωy∥∥x− y∥ − 2ϵ

= −dH(A,B)∥x− y∥ − 2ϵ

≥ −L∥x− y∥2 − 2ϵ.

Dẫn tới (β − L)∥x − y∥2 ≤ 2ϵ với mọi x, y ∈ C. Từ giả thiết 0 < β ≤ L suy ra

1− τ(2β − τL2) > 0. Do đó

dH
(
S(x), S(y)

)
≤
√

1− τ(2β − τL2)∥x− y∥+ 2
√
τϵ.

Nói các khác ánh xạ đa trị S là 2
√
τϵ−co với hằng số δ =

√
1− τ(2β − τL2) ∈ (0; 1)

trên C. ■

Tiếp theo, chúng tôi phát biểu và chứng minh định lý hội tụ của thuật toán.

Giả sử các dãy {αk}, {ϵk}, {βk}, {ξk}, {ηk}, {ρk}, {τk} thỏa mãn

0 < τ < β,

ηk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2

, 1τ ,
1
2β

}
,

∞∑
k=0

ηk = ∞,
∞∑
k=0

η2k <∞,

τk ≤ ηk,
∞∑
k=0

τk <∞,

δk = 2(αkϵk + β2k + ξk), limk→∞
δk
ηk

= 0,

infk ρk = ρ > 0,
∞∑
k=0

βk

ρk
= ∞,

∞∑
k=0

β2k <∞,
∞∑
k=0

βk = ∞,

αk =
βk

γk
,

∞∑
k=0

αkϵk <∞,
∞∑
k=0

ξk <∞.

(2.4)

Một ví dụ về các dãy tham số thỏa mãn (2.4) là ηk :=
1

k+10 , ρk = 200+k, βk =
1

7k+1 , ξk = τk = ϵk = 0 .

Sự hội tụ của Thuật toán 2.1 tới nghiệm của bài toán BEP (C, g, f) được phát

biểu thông qua định lý sau.

Định lý 2.1. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực

H. Các song hàm g : C × C → R và f : H ×H → R thỏa mãn các điều kiện nêu

trong (A1) đến (A5). Gọi {xk}, {yk} là các dãy sinh ra bởi Thuật toán 2.1. Khi

đó dưới các điều kiện của các tham số hiệu chỉnh (2.4), các dãy {xk} và {yk} hội

tụ mạnh về nghiệm duy nhất của bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f).
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Chứng minh. Gọi x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán BEP (C, g, f). Định lý được

chứng minh thông qua các khẳng định sau:

Khẳng định 2.1. Chúng ta có bất đẳng thức sau

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− τηk)g(x
k, x∗) + δk +

ηk(2 + ∥w∗
k∥)

2

τ
,

trong đó, δk = 2(αkϵk + β2k + ξk) và w∗
k ∈ ∂τk2 f(x

∗, x∗) sao cho x∗ − ηkw
∗
k =

Prx∗−ηk∂
τk
2 f(x∗,x∗)(y

k − ηku
k). Hơn nữa các dãy {xk}, {yk} bị chặn và thỏa mãn

lim
k→∞

∥xk − yk∥ = lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0.

Thật vậy, ta đặt Ak(x) = {x− ηk∂
τk
2 f(x, x) : x ∈ H}. Do f khả dưới vi phân theo

biến thứ 2 trên H nên ∂τk2 f(x, x) ̸= ∅, ∀x ∈ H. Từ điều kiện (2.4) suy ra

β − τ > 0, L2 − τ2 > 0, ηk <
2(β − τ)

L2 − τ2
.

Do đó
√

1− ηk(2β − ηkL2) < 1− τηk. Áp dụng Bổ đề 2.2 và tính không giãn của

PrC , ta có

∥xk+1 − x∗∥ = ∥PrC(yk − ηku
k)− PrC(x

∗)∥

≤ ∥yk − ηku
k − x∗∥

≤ ∥yk − ηku
k − (x∗ − ηkw

∗
k)∥+ ηk∥w∗

k∥

≤ ρ
(
Ak(y

k), Ak(x
∗)
)
+ ηk∥w∗

k∥

≤ ρk∥yk − x∗∥+ 2
√
ηkτk + ηk∥w∗

k∥

≤ (1− τηk)∥yk − x∗∥+ ηk(2 + ∥w∗
k∥)

với ρk =
√

1− ηk(2β − ηkL2). Bình phương hai vế ta được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤
[
(1− τηk)∥yk − x∗∥+ ηk(2 + ∥w∗

k∥)
]2

=

[
(1− τηk)∥yk − x∗∥+ τηk

2 + ∥w∗
k∥

τ

]2
≤ (1− τηk)∥yk − x∗∥2 +

ηk(2 + ∥w∗
k∥)

2

τ
. (2.5)

Từ (2.2) và x∗ ∈ C, xk ∈ conv(C, xk) :=
{
τx+ (1− τ)y : x, y ∈ C ∪ {xk}, τ ∈ [0, 1]

}
,

ta có

⟨xk − yk, x∗ − yk⟩ ≤ αk⟨gk, x∗ − yk⟩+ ξk,
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và

∥yk − xk∥2 ≤ αk⟨gk, xk − yk⟩+ ξk

≤ αk∥gk∥ ∥yk − xk∥+ ξk ≤ βk∥yk − xk∥+ ξk

≤ β2k + ξk, (2.6)

bất đẳng thức cuối thu được từ việc áp dụng Bổ đề 2.1 với x := ∥yk − xk∥, b := βk

và c := ξk.

Lại có,

∥yk − x∗∥2 = ∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2 + 2⟨xk − yk, x∗ − yk⟩

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2⟨xk − yk, x∗ − yk⟩

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αk⟨gk, x∗ − xk⟩+ 2(αk⟨gk, xk − yk⟩+ ξk)

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αk⟨gk, x∗ − xk⟩+ 2(βk∥xk − yk∥+ ξk)

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αk⟨gk, x∗ − xk⟩+ 2(β2k + ξk)

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x
k, x∗) + δk, (2.7)

trong đó, bất đẳng thức cuối có được từ gk ∈ ∂ϵk2 g(x
k, xk) hay ⟨gk, x∗ − xk⟩ ≤

g(xk, x∗)− g(xk, xk) + ϵk = g(xk, x∗) + ϵk.

Mặt khác, từ g(x∗, xk) ≥ 0 và tính giả đơn điệu của song hàm g, suy ra g(xk, x∗) ≤
0. Kết hợp điều này với (2.5) và (2.7), ta thu được

∥xk+1 − x∗∥2

≤ (1− τηk)∥yk − x∗∥2 +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− τηk)g(x
k, x∗) + δk(1− τηk) +

ηk(2 + ∥w∗
k∥)

2

τ

≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + δk +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + τηkK

≤ max{∥xk − x∗∥2, K}

≤ ...

≤ max{∥x0 − x∗∥2, K}, (2.8)

ở đây,

K =
1

τ
sup
k

{
δk
ηk

+
(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

}
< +∞.
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Dẫn tới, {xk} bị chặn.

Từ (2.6), suy ra lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0, do đó {yk} cũng bị chặn. Sử dụng tính nửa

liên tục trên của ∂τk2 f và limk→∞ ηk = 0, chúng ta cũng thu được {uk} bị chặn và

do đó

lim
k→∞

∥xk+1 − yk∥ = lim
k→∞

∥PrC(yk − ηku
k)− PrC(y

k)∥ ≤ lim
k→∞

ηk∥uk∥ = 0.

Vậy Khẳng định 2.1 được chứng minh.

Khẳng định 2.2. Ta có

ak+1 ≤ ak − 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk,

với ak = ∥xk − x∗∥2 − 2
∑k−1

j=0 αj(1− 2ηjβ)g(xj , x∗)−
∑k−1

j=0 δj(1− 2ηjβ).

Thật vậy, từ định nghĩa của xk+1 và (2.7), dẫn tới

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥(yk − x∗)− ηku
k∥2

= ∥yk − x∗∥2 − 2ηk⟨uk, yk − x∗⟩+ η2k∥u
k∥2

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x
k, x∗) + δk − 2ηk⟨uk, yk − x∗⟩+ η2k∥u

k∥2. (2.9)

Do uk ∈ ∂τk2 f(y
k, yk) và tính đơn điệu mạnh của song hàm f , ta thu được

−f(x∗, yk)− β∥yk − x∗∥2 + τk ≥ f(yk, x∗) + τk

= f(yk, x∗)− f(yk, yk) + τk

≥ ⟨uk, x∗ − yk⟩.

Kết hợp điều này với (2.7) và (2.9), ta được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− 2ηkβ)∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− 2ηkβ)g(x
k, x∗) + δk(1− 2ηkβ)

− 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk (2.10)

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− 2ηkβ)g(x
k, x∗) + δk(1− 2ηkβ)

− 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk.

Tương đương với

∥xk+1 − x∗∥2 − 2
k∑

j=0

αj(1− 2ηjβ)g(x
j , x∗)−

k∑
j=0

δj(1− 2ηjβ)
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≤ ∥xk − x∗∥2 − 2
k−1∑
j=0

αj(1− 2ηjβ)g(x
j , x∗)−

k−1∑
j=0

δj(1− 2ηjβ)

− 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk.

Hay ak+1 ≤ ak−2ηkf(x∗, yk)+η2k∥u
k∥2+2ηkτk. Do đó, Khẳng định 2.2 được chứng

minh.

Khẳng định 2.3. Các dãy {xk} và {yk} hội tụ theo chuẩn tới x∗.

Thật vậy, chúng ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1. Giả sử tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak+1 ≤ ak với mọi k ≥ k0.

Điều này có nghĩa là

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− 2ηkβ)g(x
k, x∗) + δk(1− 2ηkβ)

≤ ∥xk − x∗∥2 + δk.

Lại có
∑∞

k=0 δk <∞, nên theo Bổ đề 1.2, suy ra tồn tại giới hạn

lim
k→∞

∥xk − x∗∥2 = c <∞, và do đó
∞∑

k=k0

αk(1− 2ηkβ)
[
−g(xk, x∗)

]
<∞.

Mặt khác, từ điều kiện (2.4)

γk
ρk

= max
{
1, ρ−1

k ∥gk∥
}
≤ L
ρ
, ∀k,

trong đó ρ = infk ρk > 0, ∥gk∥ ≤ L < +∞. Suy ra

αk =
βk
γk

≥ ρ

L
βk
ρk
, ∀k.

Do đó,
∞∑

k=k0

βk
ρk

[
−g(xk, x∗)

]
<∞.

Dẫn đến,

lim sup
k→∞

g(xk, x∗) = 0.

Bởi vậy, tồn tại một dãy con {xkj} của {xk} sao cho

lim sup
k→∞

g(xk, x∗) = lim
j→∞

g(xkj , x∗) = 0.
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Mà {xk} bị chặn (Khẳng định 2.1), suy ra {xkj} cũng bị chặn. Do đó, tồn tại

x̄ ∈ C và một dãy con của {xkj}, (để thuận tiện, ta vẫn ký hiệu dãy con này là

{xkj}), hội tụ yếu tới x̄. Áp dụng tính chất nửa liên tục trên của g(·, x∗), ta thu

được

0 ≥ g(x̄, x∗) ≥ lim sup
j→∞

g(xkj , x∗) = lim sup
k→∞

g(xk, x∗) = 0.

Suy ra g(x̄, x∗) = 0. Kết hợp với giả thiết (A2) dẫn đến x̄ ∈ Sol(C, g).

Từ (2.10), ta có

ak+1 ≤ (1− 2ηkβ)ak + δk − 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk.

Suy ra

0 ≤ lim
k→∞

ak ≤ lim
k→∞

[
δk

2ηkβ
+
ηk∥uk∥2

2β
− 1

β
f(x∗, yk)

]
≤ −1

β
lim inf
k→∞

f(x∗, yk). (2.11)

Bất đẳng thức cuối có được từ điều kiện (2.4).

Do {xk} bị chặn và limk→∞ ∥xk − yk∥ = 0, chúng ta có thể giả sử rằng {ykj} ⊂
{yk} hội tụ yếu về x̄ ∈ Sol(C, g), sử dụng tính chất nửa liên tục dưới yếu của

f(x∗, ·), ta có lim inf
j→∞

f(x∗, ykj) ≥ f(x∗, x̄) ≥ 0. Kết hợp điều này với (2.11) suy ra

limk→∞ ak = 0. Như vậy, trong trường hợp này chúng ta đã chỉ ra được dãy {xk}
và {yk} hội tụ mạnh tới x∗.

Trường hợp 2. Giả sử không tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak+1 ≤ ak với

mọi k ≥ k0. Nói cách khác là tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak0 ≤ ak0+1. Khi

đó, trong Bổ đề 1.3 [60], P.E. Maingé xây dựng dãy chỉ số {τk} được xác định bởi

τk = max{i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1},

và tác giả đã chỉ ra dãy {τ(k)} thỏa mãn

τ(k) ↗ +∞, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1, aτ(k) ≤ aτ(k)+1, ∀k ≥ k0. (2.12)

Áp dụng Khẳng định 2.2, ta thu được kết quả

2ητ(k)f
(
x∗, yτ(k)

)
≤ aτ(k) − aτ(k)+1 + η2τ(k)∥u

τ(k)∥2 + 2ητ(k)ττ(k)

≤ η2τ(k)∥u
τ(k)∥2 + 2ητ(k)ττ(k).

Mặt khác, từ
∑∞

k=0 ηk = +∞,
∑∞

k=0 η
2
k < +∞,

∑∞
k=0 ηkτk < +∞ kết hợp với tính

bị chặn của {uk}, chúng ta thu được

lim inf
k→∞

f
(
x∗, yτ(k)

)
≤ 0 ⇒ lim inf

k→∞
f
(
x∗, yτ(k)

)
= 0.
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Tiếp theo, bằng cách tương tự như (2.11), ta có

0 ≤ lim
k→∞

aτ(k) ≤ −1

β
lim inf
k→∞

f(x∗, yτ(k)) = 0.

Điều này dẫn tới limk→∞ aτ(k) = 0. Mặt khác, từ (2.1) và limk→∞ ∥xk − yk∥ = 0

(Khẳng định 2.1), ta có

0 ≤ lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − xτ(k)∥

≤ lim
k→∞

[
∥xτ(k)+1 − yτ(k)∥+ ∥yτ(k) − xτ(k)∥

]
= lim

k→∞

[
ητ(k)∥uτ(k)∥+ ∥yτ(k) − xτ(k)∥

]
= 0.

Suy ra limk→∞ aτ(k)+1 = 0. Kết hợp điều này với (2.12), chúng ta thu được

limk→∞ ak = 0. Lại có limk→∞ ∥xk − yk∥ = 0, suy ra các dãy {xk} và {yk} cùng

hội tụ về x∗. Khẳng định 2.3 được chứng minh. Như vậy, Định lý 2.1 được chứng

minh xong. ■

Chú ý 2.1. Khi f = 0, bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f) trở thành bài toán

cân bằng EP (C, g)

Tìm x∗ ∈ C sao cho g(x∗, y) ≥ 0, ∀x ∈ C.

Và khi đó, Thuật toán 2.1 được viết lại như sau:
x0 ∈ C

gk ∈ ∂ϵk2 g(x
k, xk), αk =

βk

γk
, γk = max{ρk, ∥gk∥}

yk ∈ C : ⟨αkgk + yk − xk, x− yk⟩ ≥ −ξk, ∀x ∈ C.

(2.13)

Dễ thấy rằng (2.13) chính là phương pháp chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ IPSM

cho bài toán cân bằng EP (C, g) được đề xuất bởi S. Santos và S. Scheimberg

trong [82]. Như vậy Thuật toán 2.1 chúng tôi đề xuất ở trên chính là một mở

rộng của Thuật toán IPSM.

2.1.3 Ứng dụng cho bài toán cân bằng với ràng buộc là giao

của tập nghiệm bài toán cân bằng và tập điểm điểm

bất động

Gọi C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong không gian Hilbert thực H,

xét các song hàm cân bằng g : C × C → R, f : H×H → R và ánh xạ không giãn
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S : H → H tức là,

∥S(x)− S(y)∥ ≤ ∥x− y∥, ∀x, y ∈ H.

Trong mục này, chúng tôi mở rộng Thuật toán 2.1 cho bài toán tổng quát hơn

sau đây:

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho f(x∗, x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (2.14)

trong đó Ω := Sol(C, g) ∩ Fix(S) với Sol(C, g) := {x̄ ∈ C : g(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ C}
và Fix(S) := {x ∈ C : S(x) = x}. Khi S là ánh xạ đồng nhất, bài toán (2.14) trở

thành bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f). Thuật toán được mô tả chi tiết

như sau.

Thuật toán 2.2.

Khởi tạo. Lấy x0 ∈ C bất kỳ, ϵ > 0, và các dãy số thực dương {ϵk}, {βk}, {ξk},
{ηk}, {ρk}, {τk}, gán k := 0.

Bước 1. Tính

xk+1 = PC(ȳ
k − ηku

k), (2.15)

trong đó

gk ∈ ∂ϵk2 g(x
k, xk), αk =

βk

γk
, γk = max{ρk, ∥gk∥}

yk ∈ C sao cho ⟨αkgk + yk − xk, x− yk⟩ ≥ −ξk, ∀x ∈ C

ȳk = γkx
k + (1− γk)S(yk)

uk ∈ ∂τk2 f(ȳ
k, ȳk).

(2.16)

Bước 2. Nếu ∥xk+1− xk∥ < ϵ thì Thuật toán dừng. Ngược lại, gán k := k+1,

và quay về Bước 1.

Để chứng minh sự hội tụ của thuật toán chúng tôi cần tới bổ đề sau đây.

Bổ đề 2.3. [91, Trang 484] Cho H là không gian Hilbert thực, {γk} là một dãy

các số thực thỏa mãn 0 < a ≤ γk ≤ b < 1 với mọi k = 0, 1, ... và {vk}, {wk} là các

dãy trong H sao cho

lim sup
k→∞

∥vk∥ ≤ K, lim sup
k→∞

∥wk∥ ≤ K

và

lim sup
k→∞

∥γkvk + (1− γk)w
k∥ = K, với mọi K ≥ 0.

Khi đó, lim
k→∞

∥vk − wk∥ = 0.
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Sự hội tụ của Thuật toán 2.2 được phát biểu thông qua định lý sau.

Định lý 2.2. Gọi C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong không gian Hilbert

thực H. Giả sử các song hàm cân bằng g : C × C → R, f : H × H → R thỏa

mãn các điều kiện (A1) − (A3), (A5) và Ω ̸= ∅, đồng thời các điều kiện (2.4) và

0 < e ≤ γk ≤ ē < 1, lim
k→∞

γk = h ∈ [e, ē] được thỏa mãn. Khi đó các dãy {xk}, {yk}

sinh ra từ Thuật toán 2.2 hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán (2.14).

Chứng minh. Gọi x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán (2.14). Bằng cách tương tự

như (2.5) trong chứng minh Khẳng định 2.1, chúng ta thu được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− τηk)∥ȳk − x∗∥2 +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ
,

và tương tự (2.7), ta có

∥yk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x
k, x∗) + δk.

Mặt khác, do ȳk = γkx
k + (1− γk)S(yk) suy ra

∥ȳk − x∗∥2 = ∥γk(xk − x∗) + (1− γk)[S(y
k)− x∗]∥2

≤ γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)∥S(yk)− S(x∗)∥2

≤ γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)∥yk − x∗∥2.

Kết hợp g(xk, x∗) ≤ 0 và điều kiện (2.4), ta thu được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− τηk)∥ȳk − x∗∥2 +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

≤ (1− τηk)
[
γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)∥yk − x∗∥2

]
+
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

≤ γk(1− τηk)∥xk − x∗∥2 +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

+ (1− γk)(1− τηk)
(
∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x

k, x∗) + δk
)

≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + (1− e)δk +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ

+ 2αk(1− ē)(1− τ)g(xk, x∗) (2.17)

≤ (1− τηk)∥xk − x∗∥2 + (1− e)δk +
ηk(2 + ∥w∗

k∥)
2

τ
.

Dẫn tới, các dãy {xk}, {yk} bị chặn, hơn nữa

lim
k→∞

∥yk − xk∥ = lim
k→∞

∥xk+1 − ȳk∥ = 0.
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Một cách tương tự như trong Khẳng định 2.2, chúng ta cũng có

∥xk+1 − x∗∥2

= ∥PrC(ȳk − ηku
k)− PrC(x

∗)∥2

≤ ∥ȳk − x∗∥2 − 2ηk⟨uk, ȳk − x∗⟩+ η2k∥u
k∥2

≤ γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)∥yk − x∗∥2 − 2ηk⟨uk, ȳk − x∗⟩+ η2k∥u
k∥2

≤ ∥ȳk − x∗∥2 − 2ηk
[
f(x∗, ȳk) + β∥ȳk − x∗∥2 − τk

]
+ η2k∥u

k∥2

= (1− 2βηk)∥ȳk − x∗∥2 − 2ηkf(x
∗, ȳk) + 2ηkτk + η2k∥u

k∥2

≤ (1− 2βηk)
[
γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)∥yk − x∗∥2

]
− 2ηkf(x

∗, ȳk) + η2k∥u
k∥2 + 2ηkτk

≤ (1− 2βηk)
[
γk∥xk − x∗∥2 + (1− γk)

(
∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x

k, x∗) + δk
)]

− 2ηkf(x
∗, ȳk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk

= (1− 2βηk)∥xk − x∗∥2 + 2αk(1− γk)(1− 2βηk)g(x
k, x∗)

+ δk(1− 2βηk)− 2ηkf(x
∗, ȳk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk.

Nghĩa là ta có

āk+1 ≤ āk − 2ηkf(x
∗, yk) + η2k∥u

k∥2 + 2ηkτk, (2.18)

trong đó āk = ∥xk−x∗∥2−2
∑k−1

j=0 αj(1−2ηjβ)(1−γk)g(xj , x∗)−
∑k−1

j=0 δj(1−2ηjβ).

Tiếp theo ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1a. Tồn tại số nguyên dương k0 sao cho āk+1 ≤ āk với mọi k ≥ k0.

Tương tự trường hợp 1 của Khẳng định 2.3, chúng ta có

lim
k→∞

∥xk − x∗∥2 = c̄ < +∞,

và tồn tại dãy con {xkj} ⊂ {xk} hội tụ yếu tới x̄ ∈ Sol(C, g). Mặt khác, S không

giãn, nên

∥S(yk)− x∗∥2 ≤ ∥yk − x∗∥2

≤ ∥xk − x∗∥2 + 2αkg(x
k, x∗) + δk

≤ ∥xk − x∗∥2 + ēδk.

điều này dẫn tới

lim sup
k→∞

∥S(yk)− x∗∥ ≤ lim
k→∞

(∥xk − x∗∥2 + ēδk) =
√
c̄.

Từ (2.17), suy ra lim
k→∞

∥ȳk − x∗∥2 = c̄. Nghĩa là, ta có

lim
k→∞

∥ȳk − x∗∥ = lim
k→∞

∥γk(xk − x∗) + (1− γk)[S(y
k)− x∗]∥ =

√
c̄.
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Áp dụng Bổ đề 2.3 với vk = xk − x∗ và wk = S(yk)− x∗, chúng ta thu được

lim
k→∞

∥S(yk)− xk∥ = 0,

do đó

lim
k→∞

∥S(yk)− yk∥ ≤ lim
k→∞

[∥S(yk)− xk∥+ ∥xk − yk∥]

= 0. (2.19)

Để ý rằng {ykj} hội tụ yếu tới x̄.

Tiếp theo chúng ta sẽ chỉ ra S(x̄) = x̄. Thật vật, giả sử x̄ ̸= S(x̄). Khi đó, từ

ykj ⇀ x̄, theo Định lý Opial và (2.19), ta thu được

lim inf
j→∞

∥ykj − x̄∥ < lim inf
j→∞

∥ykj − S(x̄)∥

≤ lim inf
j→∞

[
∥ykj − S(ykj)∥+ ∥S(ykj)− S(x̄)∥

]
≤ lim

j→∞
∥ykj − S(ykj)∥+ lim inf

j→∞
∥S(ykj)− S(x̄)∥

≤ lim inf
j→∞

∥ykj − x̄∥

= c̄,

điều này là mâu thuẩn với giả sử trên. Bởi vậy, x̄ ∈ Fix(S), suy ra x̄ ∈ Ω.

Một cách tương tự như phần cuối của trường hợp 1 trong chứng minh Khẳng định

2.3 chúng ta cũng thu được các dãy {xk}, {yk} và {ȳk} hội tụ mạnh tới nghiệm x∗

của bài toán (2.14).

Trường hợp 2a. Tồn tại số nguyên dương k0 và một dãy con {āτ̄(k)} của {āk} thỏa

mãn (2.12) sao cho āk0 ≤ āk0+1 và limk→∞ āτ̄(k) = M̄ < +∞. Từ (2.18), dẫn tới

2ητ̄(k)f
(
x∗, yτ̄(k)

)
≤ āτ̄(k) − āτ̄(k)+1 + η2τ̄(k)∥u

τ̄(k)∥2 ≤ η2τ̄(k)∥u
τ̄(k)∥2.

Lại có {uk} bị chặn. Tương tự như (2.11), chúng ta thu được

0 ≤ lim
k→∞

āτ̄(k) ≤ −1

β
lim sup
k→∞

f(x∗, yτ̄(k)) = 0,

dẫn tới limk→∞ āτ̄(k) = 0. Kết hợp các điều kiện

τ̄(k) ↗ +∞, 0 ≤ āk ≤ āτ̄(k)+1, āτ̄(k) ≤ āτ̄(k)+1, ∀k ≥ k0,

và Khẳng định 2.1: limk→∞ ∥xk − yk∥ = 0, ta có

0 ≤ lim
k→∞

∥xτ̄(k)+1 − xτ̄(k)∥
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≤ lim
k→∞

[
∥xτ̄(k)+1 − yτ̄(k)∥+ ∥yτ̄(k) − xτ̄(k)∥

]
= lim

k→∞

[
ητ̄(k)∥uτ̄(k)∥+ ∥yτ̄(k) − xτ̄(k)∥

]
= 0.

Bởi vậy, limk→∞ āτ(k)+1 = 0. Suy ra, limk→∞ āk = 0. Sử dụng limk→∞ ∥xk−yk∥ = 0,

chúng ta thu được các dãy {xk} và {yk} hội tụ mạnh tới x∗. ■

2.2 Thuật toán dưới đạo hàm tăng cường quán tính

Trong mục này, chúng tôi kết hợp phương pháp dưới đạo hàm tăng cường

với kỹ thuật quán tính để giải bài toán cân bằng hai cấp sau đây:

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho νh(x∗, y) + ⟨ρF (x∗)− x∗, y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ Ω, (2.20)

trong đó, ρ > 0, ν > 0, Ω := Fix(T ) ∩ Fix(S) ∩ Sol(C, g) và Sol(C, g) := {x∗ ∈ C :

g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C}, nghĩa là Sol(C, g) là tập nghiệm của bài toán cân bằng sau:

Tìm x∗ ∈ C sao cho g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C.

Ở đây, T, S, F là các ánh xạ từ H vào H. Các tập Fix(T ), F ix(S) là tập điểm bất

động của T và S tương ứng.

Dễ thấy, nếu đặt f(x, y) := h(x, y)+⟨ρF (x)−x, y−x⟩ thì song hàm f thỏa mãn

điều kiện cân bằng f(x, y) = 0, ∀x, y ∈ H. Đồng thời bài toán (2.20) trở thành

bàn toán cân bằng sau

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ Ω.

2.2.1 Thuật toán

Chúng tôi giả thiết đặt lên các song hàm và ánh xạ giá như sau:

(B1) Tập nghiệm của bài toán (2.20) khác rỗng;

(B2) Ánh xạ T : H → H tiệm cận không giãn;

(B3) Ánh xạ S : H → H là ζ−giả co chặt;

(B4) Song hàm g giả đơn điệu, thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz với các hằng

số c1, c2. Với mỗi x ∈ H, thì g(x, ·) và h(x, ·) là lồi và khả dưới vi phân trên

toàn bộ không gian H, đồng thời g(·, x) liên tục yếu trên H;
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(B5) Ánh xạ đa trị ∂2g(x, x) là L− liên tục Lipschitz theo biến x ∈ H;

(B6) Nếu xk ⇀ x̂ và wk ∈ ∂2g(xk, xk), thì tồn tại dãy con {wkj} của {wk} sao cho

wkj ⇀ ŵ ∈ ∂2g(x̂, x̂);

(B7) Song hàm h là α−đơn điệu mạnh, ∂2h(x, x) liên tục Lipschitz với hằng

số η > 0, compact với mỗi x ∈ H cố định và
η

α
<

√
2. Đồng thời, nếu

{vk} ⊂ ∂2h(x∗, x∗), vk ⇀ v̂ và xk ⇀ x̂, thì ⟨vk, xk⟩ → ⟨v̂, x̂⟩, trong đó x∗ là

nghiệm của Bài toán (2.20);

(B8) Ánh xạ F : H → H là β−đơn điệu mạnh và κ−liên tục Lipschitz sao cho

δ < τ := 1 −
√

1− ρ(2β − ρκ2), trong đó ρ ∈ (0, 2β
κ2 ), ν ∈ ( 1α ,

2α
η2
) và δ =√

1− ν(2α− νη2).

Chọn các dãy tham số thỏa mãn

{αk} ⊂ (0, 1), lim
k→∞

αk = 0,
∞∑
k=1

αk = ∞,

{σk} ⊂ [0, 1], βk > 0, γk > 0, δk > 0,

sup
{

σk

αk
: k ≥ 1

}
<∞, βk + γk + δk = 1,

lim
k→∞

θk
αk

= 0, (γk + δk)ζ ≤ γk,

0 < lim inf
k→∞

βk ≤ lim sup
k→∞

βk < 1, lim inf
k→∞

δk > 0.

(2.21)

Ta có các dãy số αk = 1
20k+100 , βk = 0, 1 + 1

15k+50 , γk = 0, 25(1 − βk), δk =

1 − βk − γk, σk = 1
4k+9 thỏa mãn (2.21). Thuật giải cho bài toán (2.20) được mô

tả như sau:

Thuật toán 2.3. (Thuật toán dưới đạo hàm tăng cường quán tính)

Khởi tạo. Lấy x0, x1 ∈ H, ϵ > 0 và các tham số γ ∈ (0,+∞), l ∈ (0, 1), µ ∈ (0, 1),

gán k := 0.

Bước 1. Đặt wk = T kxk + σk(T kxk − T kxk−1). Tính

yk = argmin

{
τkg(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2 : y ∈ C

}
,

với ψk ∈ ∂2g(wk, wk) và τk = γlm được chọn là số τ bé nhất thuộc {γ, γl, γl2, · · · }
thỏa mãn 0 < τk < ξ < min{ 1

2c1
, 1
2c2

} và điều kiện kiểu Armijo

τ
∥∥ψk − P∂2g(yk,yk)(ψ

k)
∥∥ ≤ µ∥wk − yk∥. (2.22)
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Bước 2. Tính

uk = argmin

{
τkg(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2 : y ∈ Ck

}
,

trong đó

Ck :=
{
x ∈ H : ⟨wk − τkŵ

k − yk, x− yk⟩ ≤ 0
}

và ŵk ∈ ∂2g(wk, yk) sao cho C ⊂ Ck.

Bước 3. Tính

zk = αkξ
k + (I − αkρF )T

kuk,

ở đây

ξk = xk − νξ̂k, và ξ̂k ∈ ∂2h(x
k, xk)

Bước 4. Tính

xk+1 = βkx
k + γkz

k + δkSz
k. (2.23)

Bước 5. Nếu ∥xk+1 − xk∥ < ϵ thì dừng thuật toán. Ngược lại, gán k := k + 1

và quay trở lại Bước 1.

2.2.2 Kết quả hội tụ

Trước hết, chúng tôi có một số bổ liên quan sau đây.

Bổ đề 2.4. Giả sử điều kiện (B4) được thỏa mãn. Khi đó, vòng lặp kiểu Armijo

(2.22) sẽ dừng, hơn nữa ta có bất đẳng thức

min

{
γ,
µl

L

}
≤ τk ≤ γ, ∀k ≥ 1. (2.24)

Chứng minh. Từ ψk ∈ ∂2g(wk, wk) và ∂2g(x, x) liên tục Lipschitz với hằng số L

trên H, nên ta có

µ

L

∥∥ψk − P∂2g(yk,yk)(ψ
k)
∥∥ = µ

L
d
(
ψk, ∂2g(y

k, yk)
)

≤ µ

L
d
(
∂2g(w

k, wk), ∂2g(y
k, yk)

)
≤ µ

L
dH
(
∂2g(w

k, wk), ∂2g(y
k, yk)

)
≤ µ∥wk − yk∥.

Suy ra
µ

L

∥∥ψk − P∂2g(yk,yk)(ψ
k)
∥∥ ≤ µ∥wk − yk∥. (2.25)
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Mặt khác, với mỗi số tự nhiên k không âm,

yk = argmin

{
γlkg(wk, y) +

1

2
∥y − wk∥2 : y ∈ C

}
.

Kết hợp (2.22) và (2.25), ta thấy rằng nếu τ = γlk ≤ µ
L thì điều kiện (2.22) được

thỏa mãn. Ngược lại, lim
k→∞

γlk = 0 với l ∈ (0, 1). Như vậy, τk hoàn toàn xác định.

Dễ thấy, τk = γlm ≤ γ. Nếu τk = γ, thì bất đẳng thức (2.24) đúng. Vậy ta chỉ cần

xét trường hợp τk < γ. Từ (2.25), τk là số lớn nhất thỏa mãn (2.22) và 1
l > 1, do

đó τk
l > τk và

τk
l
∥ψk − P∂2g(yk,yk)(ψ

k)∥ > µ∥wk − yk∥ ≥ µ

L
∥ψk − P∂2g(yk,yk)(ψ

k)∥,

trong đó yk = argmin
{
τkg(wk, y) + 1

2∥y − wk∥2 : y ∈ C
}
. Điều này dẫn tới τk >

µl
L .

Vậy chúng ta có bất đẳng thức (2.24). ■

Bổ đề 2.5. [10, Bổ đề 3.1] Giả sử x∗ ∈ Sol(C, g) và giả thiết (B4) được thỏa mãn.

Khi đó,

∥uk − x∗∥2 ≤ ∥wk − x∗∥2 − (1− 2τkc1)∥yk − wk∥2 − (1− 2τkc2)∥uk − yk∥2.

Bổ đề 2.6. Gọi {xk}, {yk} và {zk} là các dãy được tạo ra từ Thuật toán 2.3 và

x∗ là một điểm trong Ω. Khi đó, tồn tại số nguyên dương k0 sao cho

∥zk − x∗∥2

≤ αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)
[
∥wk − x∗∥2 − (1− 2τkc1)∥yk − wk∥2

− (1− 2τkc2)∥uk − yk∥2
]
+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩, ∀k ≥ k0,

trong đó ξk = xk − νξ̂k, ξ̂k ∈ ∂2h(xk, xk) và (ξk)∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ
k).

Chứng minh. Theo Bổ đề 2.2, ta có

∥ξk − (ξk)∗∥ ≤ δ∥xk − x∗∥. (2.26)

Mặt khác, sử dụng tính chất tiệm cận không giãn của ánh xạ T và Bổ đề 1.10

với T := Id là ánh xạ đơn vị, µ := ρ và λ := αk, chúng ta thu được∥∥(Id− αkρF )T
kuk − (Id− αkρF )T

kx∗
∥∥ ≤(1− αkτ)

∥∥T kuk − T kx∗
∥∥

≤(1− αkτ)(1 + θk)∥uk − x∗∥. (2.27)
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Kết hợp (2.26), (2.27) và bất đẳng thức ∥a + b∥2 ≤ ∥a∥2 + 2⟨b, a + b⟩ với mọi

a, b ∈ H, ta có

∥zk − x∗∥2

=
∥∥αkξk + (Id− αkρF )T

kuk − x∗
∥∥2

=
∥∥∥αk(ξk − (ξk)∗) +

[
(Id− αkρF )T

kuk − (Id− αkρF )T
kx∗
]

+
[
αk(ξ

k)∗ + (Id− αkρF )T
kx∗ − x∗

]∥∥∥2
=
∥∥∥αk(ξk − (ξk)∗) +

[
(Id− αkρF )T

kuk − (Id− αkρF )T
kx∗
]
+ αk

[
(ξk)∗ − ρF (x∗)

]∥∥∥2
≤
∥∥∥αk(ξk − (ξk)∗) +

[
(Id− αkρF )T

kuk − (Id− αkρF )T
kx∗
]∥∥∥2

+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

≤
[
αk∥ξk − (ξk)∗∥+

∥∥(Id− αkρF )T
kuk − (Id− αkρF )T

kx∗
∥∥]2

+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

≤
[
αkδ∥xk − x∗∥+ (1− αkτ)(1 + θk)∥uk − x∗∥

]2
+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩.

(2.28)

Theo điều kiện (2.21), suy ra

lim
k→∞

θk(2 + θk)

αk(1− βk)
= 0,

và do đó, tồn tại số nguyên dương k0 sao cho

θk(2 + θk)

αk(1− βk)
<
τ − δ

2
, ∀k ≥ k0.

Dẫn đến

αkδ + (1− αkτ)(1 + θk) = 1− αk(τ − δ) + (1− αkτ)θk

≤ 1− αk(τ − δ) + θk

≤ 1− αk(τ − δ)

2
. (2.29)

Từ (2.28) và (2.29), ta có

∥zk − x∗∥2

≤
[
αkδ∥xk − x∗∥+ (1− αkτ)(1 + θk)∥uk − x∗∥

]2
+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

≤ αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥uk − x∗∥2 + 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩
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≤ αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)
[
∥wk − x∗∥2 − (1− 2τkc1)∥yk − wk∥2

− (1− 2τkc2)∥uk − yk∥2
]
+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩.

■

Bổ đề 2.7. Nếu ∥xk−xk+1∥ → 0, thì các dãy {xk}, {uk}, {zk}, {wk}, {yk}, {ξk}, {Szk},
{T kuk} và {T kxk} bị chặn.

Chứng minh. Với mỗi x∗ ∈ Ω, sử dụng Bổ đề 2.5, Tx∗ = x∗ và giả thiết (B2), suy

ra

∥uk − x∗∥ ≤ ∥wk − x∗∥

=
∥∥T kxk + σk(T

kxk − T kxk−1)− x∗
∥∥

≤
∥∥T kxk − x∗

∥∥+ σk
∥∥T kxk − T kxk−1

∥∥
=
∥∥T kxk − T kx∗

∥∥+ σk
∥∥T kxk − T kxk−1

∥∥
≤ (1 + θk)

(
∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥

)
(2.30)

= (1 + θk)
(
∥xk − x∗∥+ αk

σk
αk

∥xk − xk−1∥
)
.

Kết hợp với sup
{

σk

αk
: k ≥ 1

}
< ∞ và ∥xk − xk+1∥ → 0, suy ra tồn tại hằng số

M1 > 0 sao cho
σk
αk

∥xk − xk−1∥ ≤M1, ∀k ≥ 1.

Do đó,

∥uk − x∗∥ ≤ ∥wk − x∗∥ ≤ (1 + θk)(∥xk − x∗∥+ αkM1), ∀k ≥ 1. (2.31)

Từ Thuật toán 2.3, (2.26), Bổ đề 1.10, (2.31) và (ξk)∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ
k), suy

ra, với mọi k ≥ k0, ta có

∥zk − x∗∥

=
∥∥αkξk + (Id− αkρF )T

kuk − x∗
∥∥

+
∥∥∥αk(ξk − (ξk)∗) +

[
(Id− αkρF )T

kuk − (Id− αkρF )T
kx∗
]
+ αk

[
(ξk)∗ − ρF (x∗)

]∥∥∥
≤ αk∥ξk − (ξk)∗∥+

∥∥(Id− αkρF )T
kuk − (Id− αkρF )T

kx∗
∥∥+ αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥

≤ αkδ∥xk − x∗∥+ (1− αkτ)(1 + θk)∥uk − x∗∥+ αk
∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)

∥∥
≤ αkδ∥xk − x∗∥+ (1− αkτ)(1 + θk)(1 + θk)

(
∥xk − x∗∥+ αkM1

)
+ αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥
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≤
[
αkδ + 1− αkτ + θk(2 + θk)

](
∥xk − x∗∥+ αkM1

)
+ αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥.
(2.32)

Do lim
k→∞

θk(2+θk)
αk(1−βk)

= 0, dẫn tới, tồn tại số nguyên dương k0 > 0 sao cho

θk(2 + θk) <
1

2
(τ − δ)αk(1− βk), ∀k ≥ k0.

Sử dụng bất đẳng thức trên và (2.32), ta có

∥zk − x∗∥ ≤
(
1− αk(τ − δ)

2

)(
∥xk − x∗∥+ αkM1

)
+ αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥

≤
(
1− αk(τ − δ)

2

)
∥xk − x∗∥+ αk

(
M1 +

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥), ∀k ≥ k0.

Áp dụng Bổ đề 1.12 cùng cùng với điều kiện (γk + δk)ζ ≤ γk, dẫn tới, với mọi

k ≥ k0, ta có

∥xk+1 − x∗∥

=
∥∥βk(xk − x∗) + γk(z

k − x∗) + δk(Sz
k − x∗)

∥∥
≤ βk∥xk − x∗∥+

∥∥γk(zk − x∗) + δk(Sz
k − Sx∗)

∥∥
≤ βk∥xk − x∗∥+ (γk + δk)

∥∥zk − x∗
∥∥

= βk∥xk − x∗∥+ (1− βk)
∥∥zk − x∗

∥∥
≤
[
1− αk(1− βk)(τ − δ)

2

]
∥xk − x∗∥+ αk(1− βk)(τ − δ)

2
.
2
(
M1 + ∥(ξk)∗ − ρF (x∗)∥

)
τ − δ

≤ max

{
∥xk − x∗∥,

2
(
M1 + ∥(ξk)∗ − ρF (x∗)∥

)
τ − δ

}
.

Từ (ξk)∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ
k) và tính compact của ∂2h(x∗, x∗), suy ra, chúng ta có

thể giả sử rằng tồn tại M > 0 sao cho

2
(
M1 + ∥(ξk)∗ − ρF (x∗)∥

)
τ − δ

<M, ∀k ≥ k0.

Suy ra,

∥xk − x∗∥ ≤ max {∥xk0 − x∗∥,M} , ∀k ≥ k0.

Như vậy, dãy {xk} bị chặn, dẫn đến các dãy {uk}, {wk}, {yk}, {ξk}, {Szk}, {T kuk}
và {T kxk} cũng bị chặn. ■

Bổ đề 2.8. Cho các dãy {wk}, {xk}, {yk} và {zk} được sinh ra từ Thuật toán 2.3.

Nếu ∥T kxk − T k+1xk∥ → 0, ∥xk − xk+1∥ → 0, ∥wk − xk∥ → 0, ∥wk − zk∥ → 0 và

∃{wkj} ⊂ {wk} sao cho wkj ⇀ z ∈ H, thì z ∈ Ω.
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Chứng minh. Từ Thuật toán 2.3, ta có

∥T kxk − xk∥ ≤ ∥wk − xk∥+ (1 + θk)∥xk − xk−1∥.

Sử dụng các giả thiết ∥xk − xk+1∥ → 0, ∥wk − xk∥ → 0, chúng ta thu được

lim
k→∞

∥xk − T kxk∥ = 0. (2.33)

Kết hợp các giả thiết ∥wk − xk∥ → 0 và ∥wk − zk∥ → 0 suy ra

∥zk − xk∥ ≤ ∥wk − zk∥+ ∥wk − xk∥ → 0 (khi k → ∞).

Để ý rằng, với mỗi x∗ ∈ Ω, ta có

∥wk − x∗∥2 =
∥∥T kxk − x∗ + σk(T

kxk − T kxk−1)
∥∥2

≤
(
∥T kxk − T kx∗∥+ σk∥T kxk − T kxk−1∥

)2
≤
(
(1 + θk)∥xk − x∗∥+ σk(1 + θk)∥xk − xk−1∥

)2
= ∥xk − x∗∥2 +Ξk + θk(2 + θk)

(
∥xk − x∗∥2 +Ξk

)
,

trong đó Ξk := σk∥xk − xk−1∥
(
2∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥

)
.

Sử dụng Bổ đề 2.6 và (2.29), khi đó với mọi k ≥ k0, ta có

(1− αkτ)(1 + θk)
[
(1− 2τkc1)∥yk − wk∥2 + (1− 2τkc2)∥uk − yk∥2

]
≤ (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2 + αkδ∥xk − x∗∥2 − ∥zk − x∗∥2

+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

≤ (1− αkτ)(1 + θk)
[
∥xk − x∗∥2 +Ξk + θk(2 + θk)

(
∥xk − x∗∥2 +Ξk

)]
+ αkδ∥xk − x∗∥2 − ∥zk − x∗∥2 + 2αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥.∥zk − x∗∥

=
[
(1− αkτ)(1 + θk) + αkδ

]
∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)

[
Ξk+

+ θk(2 + θk)
(
∥xk − x∗∥2 +Ξk

)]
− ∥zk − x∗∥2 + 2αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥.∥zk − x∗∥

≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥zk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)
[
Ξk + θk(2 + θk)

(
∥xk − x∗∥2 +Ξk

)]
+ 2αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥.∥zk − x∗∥

≤ ∥xk − zk∥
(
∥xk − x∗∥+ ∥zk − x∗∥

)
+ (1 + θk)

[
Ξk + θk(2 + θk)

(
∥xk − x∗∥2 +Ξk

)]
+ 2αk

∥∥(ξk)∗ − ρF (x∗)
∥∥.∥zk − x∗∥.
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Từ αk → 0, θk → 0, ∥xk − xk−1∥ → 0, Bổ đề 2.7 (tính bị chặn của {xk}, {zk}),
∥xk − zk∥ → 0 và 0 < τk < ξ < min{ 1

2c1
, 1
2c2

}, chúng ta thấy rằng

lim
k→∞

Ξk = 0, lim
k→∞

∥wk − yk∥ = 0 v lim
k→∞

∥uk − yk∥ = 0.

Suy ra,

∥wk − uk∥ ≤ ∥wk − yk∥+ ∥yk − uk∥ → 0 và ∥xk − uk∥ ≤ ∥xk −wk∥+ ∥wk − uk∥ → 0.

Theo định nghĩa xk+1, ta có

δk∥Szk − zk∥ = ∥xk+1 − xk + (1− βk)(x
k − zk)∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥+ ∥xk − zk∥.

Mà ∥xk − xk+1∥ → 0, ∥zk − xk∥ → 0 và lim inf
k→∞

δk > 0, suy ra

lim
k→∞

∥zk − Szk∥ = 0. (2.34)

Từ yk = argmin
{
τkg(wk, y) + 1

2∥y − wk∥2 : y ∈ C
}
, áp dụng Bổ đề 1.4, dẫn đến

0 ∈ τk∂2g(w
k, yk) + yk − wk +NC(y

k),

hay

⟨τkŵk + yk − wk, x− yk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C.

Theo định nghĩa Ck, ta có C ⊂ Ck. Do đó,

1

τk
⟨wk − yk, x− yk⟩ ≤ ⟨ŵk, x− yk⟩, ∀x ∈ C. (2.35)

Sử dụng Bổ đề 2.4, wk − yk → 0 và (2.35), chúng ta có τk ≥ min
{
γ, µlL

}
và

lim
k→∞

1

τk
⟨wk − yk, x− yk⟩ = 0 ⇒ lim inf

k→∞
⟨ŵk, x− yk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (2.36)

Mặt khác, từ ŵk ∈ ∂2g(wk, yk) suy ra

g(wk, x)− g(wk, yk) ≥ ⟨ŵk, x− yk⟩, ∀x ∈ C. (2.37)

Sử dụng định nghĩa của pkj ∈ ∂2g(wkj , wkj), ta có

g(wkj , ykj) = g(wkj , ykj)− g(wkj , wkj) ≥ ⟨pkj , ykj − wkj⟩,

trong đó {wkj} thỏa mãn wkj ⇀ z ∈ H. Từ giả thiết (B6), suy ra tồn tại dãy con

{pkjh} sao cho pkjh ⇀ p̄ ∈ ∂2g(z, z). Áp dụng định lý Banach - Steinhaus, ta có

{pkjh} bị chặn. Kết hợp điều này với lim
k→∞

∥yk − wk∥ = 0, chúng ta thu được

lim inf
h→∞

g(wkjh , ykjh ) ≥ lim inf
h→∞

⟨pkjh , ykjh − wkjh ⟩ = 0, (2.38)
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Từ (2.36), (2.37) và (2.38), ta có

lim inf
h→∞

g(wkjh , x) ≥ lim inf
h→∞

[
g(wkjh , ykjh ) + ⟨ŵkjh , x− ykjh ⟩

]
≥ lim inf

h→∞
g(wkjh , ykjh ) + lim inf

h→∞
⟨ŵkjh , x− ykjh ⟩

≥ lim inf
h→∞

g(wkjh , ykjh ) + lim inf
k→∞

⟨ŵk, x− yk⟩

≥ 0, ∀x ∈ C,

và do đó

lim inf
h→∞

g(wkjh , x) ≥ 0.

Áp dụng giả thiết liên tục yếu trong (B4) của g(·, x) và wkjh ⇀ z, chúng ta có

g(z, x) ≥ 0 với mọi x ∈ C. Mặt khác, từ wkj ⇀ z và wk − yk → 0 , suy ra ykj ⇀ z.

Từ {ykj} ⊂ C và C đóng, chúng ta có z ∈ C và do đó z ∈ Sol(C, g). Từ tính tiệm

cận không giãn của T , suy ra

∥Txk − xk∥ ≤ ∥Txk − T k+1xk∥+ ∥T k+1xk − T kxk∥+ ∥T kxk − xk∥

≤ (2 + θ1)∥xk − T kxk∥+ ∥T k+1xk − T kxk∥.

Từ (2.33) và giả thiết ∥T k+1xk − T kxk∥ → 0, kéo theo

lim
k→∞

∥Txk − xk∥ = 0.

Tiếp theo, áp dụng Bổ đề 1.11 cho dãy {xkj} chúng ta thu được xkj ⇀ z và

(I − T )z = 0. Như vậy, z ∈ Fix(T ). Giả thiết wk − zk → 0 và wkj ⇀ z dẫn đến

zkj ⇀ z. Kết hợp (2.34), zkj − Szkj → 0 và Bổ đề 1.9, ta thấy (I − S)z = 0 và do

đó z ∈ Fix(S). Bởi vậy,

z ∈ Fix(T ) ∩ Fix(S) ∩ Sol(g, C) = Ω.

■

Định lý 2.3. Nếu T kxk − T k+1xk → 0, thì

xk → x∗ khi và chỉ khi

xk − xk+1 → 0

xk − yk → 0,

trong đó, x∗ ∈ Ω là một nghiệm của bài toán (2.20).
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Chứng minh. Với mỗi x, y ∈ H, áp dụng bất đẳng thức tam giác của khoảng cách

Hausdorff, tính co của ánh xạ đa trị p(x) := x−ν∂2h(x, x) (Bổ đề 2.2) và áp dụng

Bổ đề 1.10 cho T := I, λ := 1, µ := ρ, chúng ta có

dH

(
p(x) + x− ρF (x), p(y) + y − ρF (y)

)
≤ dH

(
p(x) + x− ρF (x), p(y) + x− ρF (x)

)
+ dH

(
p(y) + y − ρF (y), p(y) + x− ρF (x)

)
≤ dH

(
p(x), p(y)

)
+
∥∥∥(y − ρF (y)

)
−
(
x− ρF (x)

)∥∥∥
= dH

(
p(x), p(y)

)
+
∥∥∥(Id− ρF )(y)− (Id− ρF )(x)

∥∥∥
≤ δ∥x− y∥+

√
1− ρ(2β − ρκ2)∥x− y∥

=
(
δ +

√
1− ρ(2β − ρκ2)

)
∥x− y∥,

trong đó δ :=
√

1− ν(2α− νη2) và ν ∈ (0, 2α
η2
). Dưới các giả thiết (B8), ta có

δ +
√

1− ρ(2β − ρκ2) < 1. Nghĩa là ánh xạ (p + Id − ρF ) co với hằng số (δ +√
1− ρ(2β − ρκ2)). Dễ thấy rằng ánh xạ PΩ(p+ Id − ρF ) cũng co. Theo định lý

điểm bất động của Nadler [19, Theorem 8.21], ánh xạ PΩ(p + Id − ρF ) có một

điểm bất động. Giả sử điểm bất động đó là x∗ ∈ H. Suy ra tồn tại w∗ ∈ ∂2h(x∗, x∗)

sao cho ξ∗ = x∗ − νw∗ ∈ p(x∗). Khi đó, x∗ = PΩ
[
ξ∗ + x∗ − ρF (x∗)

]
. Nghĩa là〈

ρF (x∗)− x∗ + νw∗, y − x∗
〉
=
〈
ρF (x∗)− ξ∗, y − x∗

〉
≥ 0, ∀y ∈ Ω. (2.39)

Từ w∗ ∈ ∂2h(x∗, x∗), suy ra

νh(x∗, y) = ν
[
h(x∗, y)− h(x∗, x∗)

]
≥ ⟨νw∗, y − x∗⟩, ∀y ∈ Ω.

Cộng bất đẳng thức trên với (2.39), ta có

νh(x∗, y) +
〈
ρF (x∗)− x∗, y − x∗

〉
≥ 0, ∀y ∈ Ω.

Như vậy, tồn tại x∗ ∈ Ω là nghiệm của bài toán (2.20).

Bây giờ, ta giả sử xk → x∗ ∈ Ω. Khi đó, x∗ = Tx∗, x∗ = Sx∗ và x∗ ∈ Sol(C, g). Sử

dụng tính chất không giãn của ánh xạ T , ta có

∥wk − x∗∥ =
∥∥T kxk − T kx∗ + σk(T

kxk − T kxk−1)
∥∥

≤ ∥T kxk − T kx∗∥+ σk∥T kxk − T kxk−1∥
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≤ (1 + θk)
(
∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥

)
→ 0 (khi k → ∞).

Từ Bổ đề 2.5, ta có

∥uk − x∗∥2 ≤ ∥wk − x∗∥2 − (1− 2τkc1)∥yk − wk∥2 − (1− 2τkc2)∥uk − yk∥2,

và 0 < τk < ξ < min{ 1
2c1
, 1
2c2

}, suy ra

lim
k→∞

∥uk − x∗∥ = 0, lim
k→∞

∥yk − wk∥ = 0, lim
k→∞

∥uk − yk∥ = 0.

Do đó,

0 ≤ ∥xk − yk∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ ∥x∗ − wk∥+ ∥wk − yk∥ → 0.

Như vậy, ta có

∥xk − xk+1∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥ → 0 (k → ∞).

Chiều thuận của định lý được chứng minh.

Để chứng minh chiều ngược lại, chúng ta cần chứng minh các khẳng định sau

đây:

Khẳng định 2.4. Tồn tại hằng số M1 > 0 sao cho, với mọi k ≥ k0, ta có

(1− αkτ)(1− βk)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2]

≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 + αkM1.
(2.40)

Thật vậy, từ tính lồi của ∥ · ∥2 và βk + γk + δk = 1, suy ra

∥xk+1 − x∗∥2 = ∥βkxk − βkx
∗ + γkz

k − γkx
∗ + δkSz

k − δkx
∗∥2

=

∥∥∥∥βk(xk − x∗) + (1− βk)
1

1− βk
[γk(z

k − x∗) + δk(Sz
k − x∗)]

∥∥∥∥2
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

∥∥∥∥ 1

1− βk
[γk(z

k − x∗) + δk(Sz
k − Sx∗)]

∥∥∥∥2
= βk∥xk − x∗∥2 + 1

1− βk

∥∥γk(zk − x∗) + δk(Sz
k − Sx∗)

∥∥2 . (2.41)

Kết hợp (2.41) và Bổ đề 1.12 với giả thiết (γk + δk)ζ ≤ γk, dẫn đến

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ βk∥xk − x∗∥2 + 1

1− βk

∥∥γk(zk − x∗) + δk(Sz
k − Sx∗)

∥∥2
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

∥∥zk − x∗
∥∥2 .
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Từ Bổ đề 2.6, ta thấy rằng tồn tại số tự nhiên k0 > 0 sao cho

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
∥∥zk − x∗

∥∥2
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2]

+ 2αk⟨ξ(k)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩
}
, ∀k ≥ k0, (2.42)

Từ tính bị chặn của {(ξk)∗} trong Bổ đề 2.6, {zk} trong Bổ đề 2.7, suy ra tồn tại

số dương M2 sao cho

sup
k≥k0

2
[
∥(ξk)∗ − ρF (x∗)∥∥zk − x∗∥

]
=M2 < +∞.

Kết hợp (2.42) và bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, với mọi k ≥ k0, ta có

∥xk+1 − x∗∥2

≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2]

+ 2αk∥(ξk)∗ − ρF (x∗)∥∥zk − x∗∥
}

≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2

+ (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2] + αkM2

}
. (2.43)

Mặt khác, (2.31) suy ra, với mọi k ≥ 1, ta có

∥wk − x∗∥2 (2.44)

≤ (1 + θk)
2(∥xk − x∗∥+ αkM1)

2

= [1 + θk(2 + θk)]
[
∥xk − x∗∥2 + αk(2M1∥xk − x∗∥+ αkM

2
1 )
]

= ∥xk − x∗∥2 + αk

{
θk
αk

(2 + θk)∥xk − x∗∥2 + (1 + θk)
2
(
2M1∥xk − x∗∥+ αkM

2
1

)}
.

Do tính bị chặn của {xk} trong Bổ đề 2.7 và lim
k→∞

θk
αk

= 0, dẫn đến tồn tại số thực

M3 > 0 sao cho

sup
k≥1

{
θk
αk

(2 + θk)∥xk − x∗∥2 + (1 + θk)
2(2M1∥xk − x∗∥+ αkM

2
1 )

}
=M3 < +∞,

và do đó

∥wk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + αkM3. (2.45)
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Kết hợp (2.43) và (2.45), để ý rằng αkδ+(1−αkτk)(1+θk) ≤ 1− αk(τ−δ)
2 ≤ 1 trong

(2.29), chúng ta suy ra

∥xk+1 − x∗∥2

≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2] + αkM2

}
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)(∥xk − x∗∥2 + αkM3)

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τ
k)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2] + αkM2

}
= βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

{
[αkδ + (1− αkτ)(1 + θk)]∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)αkM3

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τ
k)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2] + αkM2

}
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

[
∥xk − x∗∥2 + αkM3 + αkM2

]
− (1− βk)(1− αkτ)(1 + θk)

[
(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2

]
= ∥xk − x∗∥2 + (1− βk)αk(M3 +M2)− (1− βk)(1− αkτ)(1 + θk)

[
(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2

+ (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2
]
.

Đặt M1 :=M2 +M3 và sử dụng βk ∈ (0, 1), Chúng ta suy ra kết luận (2.40).

Khẳng định 2.5. Tồn tại số thực dương M0 sao cho

∥xk+1 − x∗∥2 ≤
[
1− αk(1− βk)(τ − δ)

2

]
∥xk − x∗∥2

+
αk(1− βk)(τ − δ)

2

[ 4

τ − δ
⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

+
4M0

τ − δ

σk
αk

∥xk − xk−1∥+
4M2

0

τ − δ

θk
αk

]
, ∀k ≥ k0.

Thật vậy, từ (2.30), ta có ∥wk−x∗∥ ≤ (1+ θk)(∥xk−x∗∥+σk∥xk−xk−1∥). Suy ra,

∥wk − x∗∥2 ≤ (1 + θk)
2(∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥)2

= ∥xk − x∗∥2 + σk∥xk − xk−1∥(2∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥)

+ θk(2 + θk)(∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥)2, ∀k ≥ 1. (2.46)

Do tính bị chặn của các dãy {θk} and {xk}, nên ∀k ≥ 1 , tồn tại số dương M0 sao

cho

sup
k≥1

(2 + θk)(∥xk − x∗∥+ σk∥xk − xk−1∥) = M0 < +∞.
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Từ (2.46) suy ra

∥wk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + σk∥xk − xk−1∥M0 + θkM2
0. (2.47)

Với mỗi k ≥ k0, kết hợp (2.42) và (2.47) dẫn đến

∥xk+1 − x∗∥2

≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)∥wk − x∗∥2

− (1− αkτ)(1 + θk)[(1− 2c2τ
k)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2]

+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩
}

≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)
{
αkδ∥xk − x∗∥2 + (1− αkτ)(1 + θk)

[
∥xk − x∗∥2

+ σk∥xk − xk−1∥M0 + θkM2
0

]
+ 2αk⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

}
≤ βk∥xk − x∗∥2 + (1− βk)[αkδ + (1− αkτ)(1 + θk)]∥xk − x∗∥2

+ (1− βk)[σk∥xk − xk−1∥M0 + θkM2
0] + 2αk(1− βk)⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩.

Khi đó, theo (2.29), chúng ta thấy rằng

∥xk+1 − x∗∥2

≤
[
1− αk(1− βk)(τ − δ)

2

]
∥xk − x∗∥2 + (1− βk)

(
σk∥xk − xk−1∥2M0 + 2θkM2

0

)
+ 2αk(1− βk)⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

=

[
1− αk(1− βk)(τ − δ)

2

]
∥xk − x∗∥2

+
αk(1− βk)(τ − δ)

2

[ 4

τ − δ
⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩

+
4M0

τ − δ

σk
αk

∥xk − xk−1∥+
4M2

0

τ − δ

θk
αk

]
.

Khẳng định 2.5 được chứng minh.

Khẳng định 2.6. Dãy {xk} hội tụ mạnh về nghiệm x∗ của bài toán (2.20).

Thật vậy, do Khẳng định 2.5, nên tồn tại số thực dương M0 và số nguyên k0 > 0

sao cho

∥xk+1 − x∗∥2 ≤
[
1− αk(1− βk)(τ − δ)

2

]
∥xk − x∗∥2

+
αk(1− βk)(τ − δ)

2

[ 4

τ − δ
⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩



63

+
4M0

τ − δ

σk
αk

∥xk − xk−1∥+
4M2

0

τ − δ

θk
αk

]
, ∀k ≥ k0.

Theo Bổ 1.8, ta cần chỉ ra rằng lim sup
k→∞

⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩ ≤ 0. Sử dụng

Khẳng định 2.4, xk−xk+1 → 0, αk → 0, θk → 0 và 0 < lim sup
k→∞

βk < 1, chúng ta thu

được

lim sup
k→∞

(1− αkτ)(1− βk)(1 + θk)[(1− 2c2τk)∥wk − yk∥2 + (1− 2c1τk)∥uk − yk∥2]

≤ lim sup
k→∞

(
∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 + αkM1

)
= lim sup

k→∞
[(∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥)(∥xk − x∗∥ − ∥xk+1 − x∗∥) + αkM1]

≤ lim sup
k→∞

(∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥)∥xk − xk+1∥

= 0.

Trong đó bất đẳng thức cuối cùng được suy ra từ Bổ đề 2.7. Do đó,

lim
k→∞

∥wk − yk∥ = 0, lim
k→∞

∥uk − yk∥ = 0. (2.48)

Dễ thấy, giả thiết ∥xk − yk∥ → 0 cùng với (2.48), suy ra

0 ≤ ∥wk − xk∥ ≤ ∥wk − yk∥+ ∥yk − xk∥ → 0.

Do đó,

∥T kxk − xk∥ = ∥wk − xk − σk(T
kxk − T kxk−1)∥

≤ ∥wk − xk∥+ σk(1 + θk)∥xk − xk−1∥ → 0.
(2.49)

Từ zk = αkξ
k+(I−αkρF )T kuk, (2.48), (2.49) và tính bị chặn của {xk}, {T kxk}, {ξk},

chúng ta có

∥zk − xk∥

=
∥∥αkξk − αkρF (T

kuk) + T kuk − xk
∥∥

≤ αk[∥ξk∥+ ρ∥F (T kuk)∥] + ∥T kuk − xk∥

= αk[∥ξk∥+ ∥ρF (T kuk)∥] + ∥T kuk − T kyk + T kyk − T kxk + T kxk − xk∥

≤ αk[∥ξk∥+ ∥ρF (T kuk)∥] + (1 + θk)(∥uk − yk∥+ ∥yk − xk∥+ ∥T kxk − xk∥)

→ 0.
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Điều này kéo theo ∥wk − zk∥ ≤ ∥wk − xk∥+ ∥xk − zk∥ → 0. Bởi tính bị chặn của

{zk}, do vậy, tồn tại dãy con {zkj} của {zk} sao cho zkj ⇀ z∗ và

lim sup
k→∞

⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩ = lim
j→∞

⟨(ξkj)∗ − ρF (x∗), zkj − x∗⟩, (2.50)

trong đó (ξk)∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ
k). Sử dụng zk − xk → 0 và wk − zk → 0, chúng

ta cũng có

wkj ⇀ z∗, xkj ⇀ z∗.

Áp dụng Bổ đề (2.8), ta có x∗ ∈ Ω.

Lại có dãy ξk ∈ xk − ν∂2h(xk, xk) chứa dãy ξkj ⇀ ξ̂∗ ∈ z∗ − ν∂2h(z∗, z∗) và dãy

(ξk)∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ
k) chứa (ξkj)∗ ⇀ ξ∗ = Px∗−ν∂2h(x∗,x∗)(ξ̂

∗). Nên ta có

lim sup
k→∞

⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩ = ⟨ξ∗ − ρF (x∗), z∗ − x∗⟩, (2.51)

Chọn ξ∗ ∈ x∗ − ν∂2h(x∗, x∗), trong đó x∗ = PΩ[ξ∗ + x∗ − ρF (x∗)]. Khi đó

⟨ξ∗ − ρF (x∗), z∗ − x∗⟩ = ⟨ξ∗ − ξ∗, z∗ − x∗⟩+ ⟨ξ∗ − ρF (x∗), z∗ − x∗⟩. (2.52)

Để ý rằng

ξ∗ =z
∗ − νw∗, w∗ ∈ ∂2h(z

∗, z∗);

ξ∗ =x∗ − νw∗, w∗ ∈ ∂2h(x
∗, x∗).

Suy ra

⟨ξ∗ − ξ∗, z∗ − x∗⟩ = ⟨z∗ − νw∗ − x∗ + νw∗, z∗ − x∗⟩

= ⟨z∗ − x∗, z∗ − x∗⟩ − ν⟨w∗ − w∗, z∗ − x∗⟩

≤ ∥z∗ − x∗∥2 − ν∥w−w∗∥∥z∗ − x∗∥

≤ ∥z∗ − x∗∥2 − να∥z∗ − x∗∥∥z∗ − x∗∥

= (1− να)∥z∗ − x∗∥

≤ 0

Kết hợp điều này với (2.52), ta có

lim sup
k→∞

⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩ = ⟨ξ∗ − ρF (x∗), z∗ − x∗⟩ ≤ 0. (2.53)

Chú ý rằng

{βk} ⊂ [a, b] ⊂ (0, 1),

{
αk(1− βk)(τ − δ)

2

}
⊂ [0, 1],

∞∑
n=1

αk(1− βk)(τ − δ)

2
= ∞,
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và

lim sup
k→∞

[
4

τ − δ
⟨(ξk)∗ − ρF (x∗), zk − x∗⟩+ 4M0

τ − δ
.
σk
αk

∥xk − xk−1∥+
4M2

0

τ − δ
.
θk
αk

]
= 0.

(2.54)

Áp dụng Bổ đề 1.8, chúng ta thu được lim
k→∞

∥xk − z∗∥ = 0, hay xk → z∗ ∈ Ω.

Như vậy, từ các Khẳng định 2.4, 2.5 và Khẳng định 2.6, suy ra Định lý 2.3

hoàn toàn được chứng minh. ■

2.3 Một số tính toán minh họa

Trong mục này, chúng tôi áp dụng Thuật toán 2.1 cho lớp bài toán cân bằng

hai cấp BEP (C, g, f), trong đó C là một tập lồi đa diện được cho bởi

C =



x ∈ R5
+

x1 + x2 ≥ 1.5

x1 + x2 + x3 + 2x4 + x5 ≥ 5

3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 4x5 ≤ 12,

song hàm f : R5 ×R5 → R được giới thiệu trong [75] có dạng

f(x, y) = ⟨G(x) +Qy + q, y − x⟩,

với A là ma trận 5 × 5, B là ma trận phản đối xứng 5 × 5, D là ma trận đường

chéo 5 × 5 và ma trận Q = AAT + B +D như trong [9] và q là véc tơ thuộc R5,

Chọn η > 1 + ∥Q∥ và ánh xạ G được cho bởi

G(x) = (ηx1 + ηx2 + sin(x1),−ηx1 + ηx2 + sin(x2), (η − 1)x3, (η − 1)x4, (η − 1)x5).

Trước hết, chúng ta sẽ chỉ ra G liên tục Lipschitz trên C với hằng số L =√
2(2η2 + 2η + 1). Thật vậy, dễ dàng thu được∣∣∣[ηx1 + ηx2 + sin(x1)]− [ηy1 + ηy2 + sin(y1)]

∣∣∣
≤ η|x1 − y1|+ η|x2 − y2|+

∣∣ sin(x1)− sin(y1)
∣∣

≤ (η + 1)|x1 − y1|+ η|x2 − y2|. (2.55)

Một cách tương tự, ta cũng có∣∣∣[−ηx1+ηx2+sin(x2)]− [−ηy1+ηy2+sin(y2)]
∣∣∣ ≤ η|x1−y1|+(η+1)|x2−y2|. (2.56)
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Sử dụng (2.55) và (2.56), ta có

∥G(x)−G(y)∥2 =
∣∣∣[ηx1 + ηx2 + sin(x1)]− [ηy1 + ηy2 + sin(y1)]

∣∣∣2
+
∣∣∣[−ηx1 + ηx2 + sin(x2)]− [−ηy1 + ηy2 + sin(y2)]

∣∣∣2
+
∣∣(η − 1)x3 − (η − 1)y3

∣∣2 + ∣∣(η − 1)x4 − (η − 1)y4
∣∣2

+
∣∣(η − 1)x5 − (η − 1)y5

∣∣2
≤
[
(η + 1)|x1 − y1|+ η|x2 − y2|

]2
+
[
η|x1 − y1|+ (η + 1)|x2 − y2|

]2
+ (η − 1)2|x3 − y3|2 + (η − 1)2|x4 − y4|2 + (η − 1)2|x5 − y5|2

≤ 2(2η2 + 2η + 1)∥x− y∥2,

trong đó bất đẳng thức cuối có được nhờ áp dụng (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) với mọi

a, b ∈ R. Do đó, G liên tục Lipschitz với hằng số L :=
√

2(2η2 + 2η + 1).

Tiếp theo, chúng tôi sẽ chỉ ra G đơn điệu mạnh với hằng số (η − 1) trên R5.

Thật vậy, lấy x = (x1, ..., x5)T ∈ R5, y = (y1, ..., y5)T ∈ R5 bất kỳ. Khi đó

⟨G(x)−G(y), x− y⟩

= [ηx1 + ηx2 + sin(x1)− ηy1 − ηy2 − sin(y1)](x1 − y1)

+ [−ηx1 + ηx2 + sin(x2) + ηy1 − ηy2 − sin(y2)](x2 − y2)

+ (η − 1)(y3 − x3)
2 + (η − 1)(y4 − x4)

2 + (η − 1)(y5 − x5)
2

= η(y1 − x1)
2 + [sin(x1)− sin(y1)](x1 − y1)

+ η(y2 − x2)
2 + [sin(x2)− sin(y2)](x2 − y2)

+ (η − 1)(y3 − x3)
2 + (η − 1)(y4 − x4)

2 + (η − 1)(y5 − x5)
2

≥ (η − 1)(y1 − x1)
2 + (η − 1)(y2 − x2)

2 + (η − 1)(y3 − x3)
2

+ (η − 1)(y4 − x4)
2 + (η − 1)(y5 − x5)

2

= (η − 1)∥x− y∥2,

Để ý rằng, trong biến đổi trên chúng tôi sử dụng định lý Lagrange: [sin(x1) −
sin(y1)](x1 − y1) = (x1 − y1)2 cos(c1) ≥ −(x1 − y1)2 với c1 thuộc giữa x1 và y1, và

[sin(x2) − sin(y2)](x2 − y2) ≥ −(x2 − y2)2. Như vậy, G là (η − 1)-đơn điệu mạnh

trên R5. Mặt khác, từ Bổ đề 6.1(i) trong [76], song hàm f là đơn điệu mạnh với

hằng số (η − 1− ∥Q∥), trong đó η > 1 + ∥Q∥.
Song hàm g được cho bởi

g(x, y) = ⟨D(x) + e, y − x⟩,
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trong đó D(x) =
(
d1 arctan(x1), ..., d5 arctan(x5)

)T
, di(i = 1, ..., 5) được chọn bởi

d = (1, 3, 5, 7, 2)T và e = (4.5, 6, 3, 8, 2)T . Song hàm này được đề xuất bởi A.

Bnouhachem và các cộng sự trong [30], các tác giả cũng đã chỉ ra tính liên tục

và giả đơn điệu của g trên C.

Với mỗi x ∈ R5,

∂2g(x, x) =
{
D(x) + e

}
, ∂2f(x, x) =

{
F (x) +Qx+ q

}
.

Khi đó, Thuật toán 2.1 được viết lại là

x0 ∈ C

wk = D(xk) + e

yk = xk − αkw
k với αk =

βk

max{ρk,∥wk∥}

uk = G(xk) +Qxk + q

xk+1 = PrC(yk − ηku
k).

Các ma trận A,B,D và vec tơ q được chọn như sau

A =



−2 1 0 1 −1
1 2 1 0 2

0 1 3 1 2

0 1 3 1 0

2 0 1 −1 3


, B =



0 1 2 1 −1
−1 3 2 0 2

−2 −2 1 1 −3
−1 0 −1 1 0

1 −2 3 0 2


,

D =



5 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 12 0 0

0 0 0 15 0

0 0 0 0 22


, q =



2

3

−4
1

5


.

Giá trị riêng nhỏ nhất của Q là 10.2313, chuẩn của Q là 58.9677. Theo trên, G là√
2(2η2 + 2η + 1)-liên tục Lipschitz và (η − 1)-đơn điệu mạnh, ta có

� ∂2f(x, x) = {G(x) +Qx+ q} đơn điệu mạnh với hằng số β := η + 9.2313;

� ∂2f(x, x) liên tục Lipschitz với hằng số L :=
√

2(2η2 + 2η + 1) + 58.9677.

Các tính toán sau được thực hiện bởi Matlab R2013a chạy trên Laptop In-

tel(R) Core(TM) i3-3110M CPU@2.40GHz 2.40GHz 4Gb RAM. Chúng tôi sử

dụng điều kiện dừng max{∥yk − xk∥, ∥xk+1 − xk∥} < ϵ.



68

Iteration (k) xk1 xk2 xk3 xk4 xk5

0 1 1 1 1 0

1 0.0000 2.2316 0.0000 0.7074 1.3537

2 1.5000 0.0000 1.1489 1.1755 0.0000

3 0.0000 5.0000 0.0000 0.0000 0.0000

4 0.4886 1.0114 0.0000 1.7500 0.0000

5 0.0000 1.5000 1.2924 0.2471 1.7134

6 1.0559 0.4441 0.0000 1.7500 0.0000

7 0.0000 1.9503 0.7028 0.6722 1.0024

8 0.3073 1.1927 0.3952 1.5523 0.0002

9 0.2311 1.2689 0.4435 1.2536 0.5493

10 0.2906 1.2094 0.4603 1.3049 0.4299

11 0.2901 1.2099 0.4614 1.3018 0.4350

12 0.2903 1.2097 0.4618 1.3013 0.4356

13 0.2905 1.2095 0.4619 1.3012 0.4358

14 0.2906 1.2094 0.4620 1.3011 0.4358

15 0.2907 1.2093 0.4621 1.3010 0.4359

Bảng 2.1: Kết quả chạy Thuật toán 2.1 với Test 1.

Test 1. Lấy η := 5 + ∥Q∥ = 63.9677, ηk :=
1

k+10 , ρk = 200, βk =
1

7k+1 , ξk = τk =

ϵk = 0 với mọi k ∈ N. Chọn điểm xuất phát x0 = (1, 1, 1, 1, 0)T và ϵ = 10−3. Kết

quả chạy số của Thuật toán 2.1 được ghi nhận trong Bảng 2.1.

Thuật toán dừng sau 15 bước lặp và nghiệm xấp xỉ thu được là

x15 = (0.2907, 1.2093, 0.4621, 1.3010, 0.4359)T .

Test 2. Chọn điểm xuất phát x0 = (1, 1, 1, 1, 0)T và ϵ = 10−3. Chạy Thuật toán

2.1 với các tham số khác nhau và kết quả được ghi nhận trong Bảng 2.2.
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Test Prob. ηk βk ρk No. Iterations CPU-Times/sec

1 1
k+10

1
7k+1 200 15 1.3281

2 1
k+10

1
7k+1 350 12 0.9688

3 1
k+10

1
5k+1 450 12 0.9688

4 1
2k+1

1
5k+1 450 11 0.8906

5 1
2k+1

1
7k+1 100 28 3.4844

6 1
k+7

1
7k+1 200 15 1.2031

7 1
k+7

1
7k+1 200+k 35 3.7031

8 1
3k+15

1
k+10 300+k 45 5.8438

9 1
3k+1

1
9k+10 450+2k 11 0.9688

Bảng 2.2: Kết quả chạy Thuật toán 2.1 với Test 2.

Test 3. Trong ví dụ này, chúng tôi so sánh tốc độ hội tụ của Thuật toán 2.1 với

thuật toán dưới đạo hàm tăng cường SEA (trong [10]). Tham số và dữ liệu của

các thuật toán được chọn như sau:

� Thuật toán SEA: ξ = 58, η = ξ − 1 − ∥Q∥, λk = 1
3c1+1500k , βk = 2η

S2(k2+1)
, và

điều kiện dừng: max{∥yk − xk∥, ∥xk+1 − yk∥} ≤ ϵ. Khi đó, các điều kiện của

Định lý 3.7 trong [10] được thỏa mãn.

� Thuật toán 2.1: η := 5 + ∥Q∥ = 63.9677, ηk := 1
k+10 , ρk = 200, βk =

1
7k+1 , ξk = τk = ϵk = 0. Điều kiện dừng: ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ.

� Chọn ϵ = 10−3.

Từ kết quả tính toán số ghi nhận được từ các bảng, chúng ta thấy rằng tốc độ

và thời gian xử lý của Thuật toán 2.1 phụ thuộc vào việc chọn các dãy tham số

{ξk}, {βk} và λk, cũng như chọn điểm xuất phát x0.
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Thuật toán 2.1 Thuật toán SEA

Problems Starting point Iterations CPU-Times/sec Iterations CPU-Times/sec

1 (0, 2, 0, 1, 1) 21 1.1250 9 1.2214

2 (0, 1.5, 0, 2, 0) 25 2.1094 23 2.9934

3 (1, 1, 0, 1, 1) 23 0.6719 16 3.6701

4 (1, 2, 1, 1, 0) 21 0.9917 19 1.0841

5 (1, 2, 0, 1.5, 0) 28 1.0755 21 1.7362

6 (2, 0, 1, 1, 0) 18 1.1956 15 1.1882

7 (2, 0, 0, 2, 1) 22 1.2225 29 3.2207

8 (0, 1.5, 2, 1, 0) 33 0.8798 26 2.6205

9 (1, 1, 0, 1, 1) 27 0.7181 35 3.0037

10 (0, 1, 2, 1, 1) 24 0.9904 20 2.0092

Bảng 2.3: Kết quả so sánh giữa Thuật toán 2.1 và thuật toán SEA với các điểm

xuất phát khác nhau.

Kết luận Chương 2

Sau đây là một số kết quả chính thu được trong Chương 2 này.

(a) Xây dựng Thuật toán chiếu dưới đạo xấp xỉ cho bài toán cân bằng hai cấp

BEP (C, f, g) trên không gian Hilbert H, với song hàm giá cấp thứ 2 đơn

điệu mạnh và song hàm giá cấp thứ 1 giả đơn điệu. Trong Thuật toán của

chúng tôi, tại mỗi vòng lặp chỉ cần tính các dưới đạo hàm của song hàm

giá theo biến thứ 2 và thực hiện một phép chiếu lên tập ràng buộc C. Dưới

các điều kiện thích hợp chúng tôi đã chỉ ra được sự hội tụ mạnh của thuật

toán về nghiệm duy nhất của bài toán BEP (C, g, f).

(b) Đề xuất Thuật toán dưới đạo hàm tăng cường kết hợp với kỹ thuật quán

tính cho bài toán cân bằng hỗn hợp với ràng buộc là giao của tập nghiệm

bài toán cân bằng và các tập điểm bất động của ánh xạ tiệm cận không

giãn, ánh xạ giả co chặt. Chứng minh sự hội tụ của dãy lặp về nghiệm của

bài thông qua Định lý 2.3.

(c) Áp dụng Thuật toán 2.1 cho bài toán cân bằng với ràng buộc là giao tập
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điểm bất động của ánh xạ không giãn với tập nghiệm của một bài toán cân

bằng. Kết quả hội tụ được chỉ ra trong Định lý 2.2.

(d) Lấy các ví dụ số minh họa cho Thuật toán 2.1 và so sánh kết quả với một

số Thuật toán trước đó. Kết quả được ghi nhận trong Bảng 2.1, Bảng 2.2

và Bảng 2.3.
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Chương 3

PHƯƠNG PHÁP ĐẠO HÀM TĂNG CƯỜNG

Phương pháp đạo hàm tăng cường được đề xuất bởi G.M. Korpelevich [56]

cho bài toán tìm điểm yên ngựa, sau đó được áp dụng cho bài toán bất đẳng

thức biến phân đơn điệu và giả đơn điệu [39, 71]. Đến năm 2008, T.D. Quốc và

các cộng sự [76] đã mở rộng phương pháp này cho bài toán cân bằng EP (C, g).

Trong các ví dụ minh họa số của mình các tác giả cũng đã chỉ ra được tính ưu

việt của thuật toán đạo hàm tăng cường so với thuật toán điểm gần kề. Sau này

thuật toán tiếp tục được cải tiến bởi một số tác giả [7, 10, 58].

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu mở rộng phương pháp đạo hàm tăng

cường cho một lớp bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f,Φ) có dạng

Tìm x̂ ∈ Sol(C, g,Φ) sao cho f(x̂, y) ≥ 0, ∀y ∈ Sol(C, g,Φ). (3.1)

Trong đó, f, g là các song hàm từ H × H vào R thỏa mãn điều kiện cân bằng

f(x, x) = g(x, x) = 0, ∀x ∈ H, Φ : H → R là một hàm lồi và Sol(C, g,Φ) là tập

nghiệm của bài toán cân bằng EP (C, g,Φ):

Tìm x∗ ∈ C sao cho g(x∗, z) + Φ(z)−Φ(x∗) ≥ 0, ∀z ∈ C. (3.2)

Dễ thấy khi Φ ≡ 0, bài toán BEP (C, g, f,Φ) trở thành bài toán cân bằng hai

cấp BEP (C, g, f). Khi f ≡ 0 và g ≡ 0, nó trở thành bài toán OP (C,Φ).

Trong thuật toán mà chúng tôi đề xuất, tại mỗi bước lặp chúng tôi thực hiện

giải ba bài toán tối ưu lồi mạnh. Từ xk đã biết chúng tôi giải bài toán thứ nhất

được nghiệm duy nhất và gán cho yk. Sau khi có yk chúng tôi thực hiện giải bài

toán thứ hai và gán nghiệm cho zk. Sau khi có zk bài toán thứ ba được giải và

nghiệm được gán cho xk+1. Chúng tôi sử dụng điều kiện dừng là ∥xk+1 − xk∥ < ϵ

với ϵ > 0 cho trước. Nội dung chính của Chương 3 được được viết dựa trên kết

quả trong công trình [CT2].
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3.1 Thuật toán

Thuật giải đạo hàm tăng cường giải bài toán BEP (C, g, f,Φ) với các giả thiết

dưới đây.

(C1) Sol(C, g,Φ) ̸= ∅;

(C2) Song hàm g là đơn điệu, thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz với các hằng

số c1, c2 và liên tục yếu theo dãy, tức là: xk ⇀ x̂ và yk ⇀ ŷ =⇒ g(xk, yk) →
g(x̂, ŷ);

(C3) Hàm Φ chính thường, lồi và nửa liên tục dưới;

(C4) Song hàm f là η-đơn điệu mạnh và liên tục yếu theo dãy;

(C5) Tồn tại các ánh xạ f̄i : C × C → H và f̂i : C → H với mỗi i ∈ {1, ...,m} sao

cho f̄i(x, y)+ f̄i(y, x) = 0, ∥f̄i(x, y)∥ ≤ L̄i∥x−y∥ và ∥f̂i(x)− f̂i(y)∥ ≤ L̂i∥x−y∥
với mọi x, y ∈ C và

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z) +
m∑
i=1

〈
f̄i(x, y), f̂i(y − z)

〉
, ∀x, y, z ∈ C.

Chú ý 3.1.

(a) Khi song hàm f thỏa mãn điều kiện (C5), thì f cũng thỏa mãn điều kiện

kiểu Lipschitz với các hằng số c1 = c2 =
1
2

m∑
i=1

L̄iL̂i.

(b) Cho ánh xạ F : C → C liên tục Lipschitz với hằng số L. Khi đó song hàm

f(x, y) = ⟨F (x), y − x⟩ cũng thỏa mãn điều kiện (C5).

(c) Lấy H = Rn, f được cho bởi

f(x, y) = ⟨G(x) + Ax+ b, y − x⟩+Φ(y)−Φ(x),

trong đó G : C → Rn là ánh xạ L-liên tục Lipschitz, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn và

Φ : C → R. Khi đó,

f(x, y) + f(y, z)− f(x, z) =⟨G(x) + Ay + b, y − x⟩+ ⟨G(y) + Az + b, z − y⟩

− ⟨G(x) + Az + b, z − x⟩

=⟨A(y − z), y − x⟩+ ⟨G(y)−G(x), z − y⟩.
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Chọn m = 2, f̄1(x, y) = y − x, f̄2(x, y) = G(y)−G(x), f̂1(x) = Ax,

f̂2(x) = −x, L̄1 = 1, L̄2 = L, L̂1 = ∥A∥ và L̂2 = 1. Như vậy, f thỏa mãn điều

kiện (C5).

(d) Đặt S :=
m∑
i=1

L̄iL̂i. Chọn các tham số λk(k ≥ 0), βk sao cho


{λk} ⊂ (a, b) ⊂

(
0,min

{
1
2c1
, 1
2c2

})
, lim
k→∞

λk = λ > 0,

βk ↘ 0, 2βkη − β2kS
2 < 1,

0 < τ < min{η, S}, 0 < βk < min
{
1
τ ,

2η−2τ
S2−τ2

, 2η
S2

}
.

(3.3)

Ta có δk :=
√
1− 2βkη + β2kS

2 ∈ (0, 1). Hơn nữa ξ = 61, η = ξ − 57, 9677, S =√
2(2ξ2 + 2ξ + 1) + 58, 9677, c1 = c2 = 5, λk = 1

2c1+1+k , βk = 2η
S2(k2+2)

thỏa mãn

(3.3). Thuật toán của chúng tôi được mô tả chi tiết như sau.

Thuật toán 3.1. (Thuật toán đạo hàm tăng cường)

Khởi tạo. Lấy x0 ∈ C bất kỳ, ϵ > 0 gán k := 0.

Bước 1. Tínhyk = argmin
{
λk[g(xk, y) + Φ(y)] + 1

2∥y − xk∥2 : y ∈ C
}

zk = argmin
{
λk[g(yk, z) + Φ(z)] + 1

2∥z − xk∥2 : z ∈ C
}
.

Bước 2. Tính

xk+1 = argmin

{
βkf(z

k, t) +
1

2
∥t− zk∥2 : t ∈ C

}
.

Bước 3. Nếu ∥xk+1 − xk∥ < ϵ thì dừng thuật toán. Ngược lại, gán k := k + 1

và quay về Bước 1.

Nhận xét 3.1. Trong [68, Thuật toán 3.1], các tác giả đã đề xuất thuật toán đạo

hàm tăng cường kết hợp với kỹ thuật quán tính để giải bài toán BEP (C, g, f,Φ).

So sánh thuật toán này với Thuật toán 3.1, điều khác biệt cơ bản ở đây là:

- Hạn chế trên các tham số. Tức là, cách chọn tham số trong hai thuật toán

khác nhau;
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- Hệ số đơn điệu mạnh η của song hàm f trong Thuật toán [68, Thuật toán

3.1] η > 0 phải thỏa mãn điều kiện η > max{c1, l1}. Trong Thuật toán 3.1;

hệ số đơn điệu mạnh η > 0 bất kỳ. Do vậy, lớp hàm trong hai thuật toán là

khác nhau;

- Các bước chứng minh sự hội tụ của hai thuật toán này hoàn toán khác nhau

bởi tiếp cận dãy số và tiếp cận song hàm.

3.2 Sự hội tụ của Thuật toán

Bổ đề 3.1. Nếu yk = xk thì xk là một nghiệm của bài toán EP (C, g,Φ), nghĩa là

ta có xk ∈ Sol(C, g,Φ).

Chứng minh. Từ giả thiết yk = xk, suy ra xk là nghiệm duy nhất của bài toán lồi

mạnh sau:

min

{
λkg(x

k, y) + λkΦ(x) +
1

2
∥y − xk∥2 : y ∈ C

}
.

Theo Bổ đề 1.4, suy ra

0 ∈ λk∂2g(x
k, xk) + λk∂Φ(x

k) +NC(x
k).

Khi đó, tồn tại wk ∈ ∂2g(xk, xk) và vk ∈ ∂Φ(xk) sao cho −λkwk − λkv
k ∈ NC(xk).

Theo định nghĩa dưới vi phân và nón pháp tuyến ngoài, suy ra với mọi x ∈ C, ta

có

λk⟨wk + vk, x− xk⟩ ≥ 0,

g(xk, x)− g(xk, xk) ≥ ⟨wk, x− xk⟩,

Φ(x)−Φ(xk) ≥ ⟨vk, x− xk⟩.

Cộng ba bất đẳng thức trên (vế theo vế) kết hợp với g(xk, xk) = 0, chúng ta thu

được g(xk, x) + Φ(x)−Φ(xk) ≥ 0 với mọi x ∈ C. Suy ra xk ∈ Sol(C, g,Φ). ■

Bổ đề 3.2. Gọi x̄ ∈ Sol(C, g,Φ). Khi đó,

∥zk − x̄∥2 ≤ ∥xk − x̄∥2 − (1− 2λkc1)∥yk − xk∥2 − (1− 2λkc2)∥zk − xk∥2.

Chứng minh. Khi Φ = 0, trong [8, Bổ đề 3.1] đã chứng minh. Vậy ta chỉ cần xét

trường hợp Φ ̸= 0. Từ

zk = argmin

{
λkg(y

k, z) + λkΦ(z) +
1

2
∥z − xk∥2 : z ∈ C

}
,
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áp dụng Bổ đề 1.4 suy ra tồn tại uk ∈ ∂2g(yk, zk) và ūk ∈ ∂Φ(zk) sao cho

λku
k + λkū

k + zk − xk ∈ −NC(z
k),

hay,

⟨λkuk + λkū
k + zk − xk, x− zk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (3.4)

Mặt khác, theo định nghĩa dưới vi phân suy ra với mỗi x ∈ C, ta có

λk[g(y
k, x)− g(yk, zk)] ≥⟨λkuk, x− zk⟩

λk[Φ(x)−Φ(zk)] ≥λk⟨ūk, x− zk⟩.

cộng hai bất đẳng thức cuối và (3.4), chúng ta thu được

λk[g(y
k, x)− g(yk, zk) + Φ(x)−Φ(zk)] + ⟨zk − xk, x− zk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (3.5)

Thay x bởi x̄ ∈ Sol(C, g,Φ) trong (3.5), ta có

λk[g(y
k, x̄)− g(yk, zk) + Φ(x̄)−Φ(zk)] ≥ ⟨zk − xk, zk − x̄⟩. (3.6)

Do song hàm g thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz với các hàng số c1, c2, suy ra

g(yk, zk) ≥ g(xk, zk)− g(xk, yk)− c1∥xk − yk∥2 − c2∥zk − yk∥2, hay

λk[g(x
k, yk) + g(yk, zk)− g(xk, zk)] ≥ −λkc1∥xk − yk∥2 − λkc2∥yk − zk∥2. (3.7)

Thực hiện một cách tương tự với

yk = argmin

{
λkg(x

k, y) + λkΦ(y) +
1

2
∥y − xk∥2 : y ∈ C

}
,

chúng ta cũng thu được

λk[g(x
k, y)− g(xk, yk) + Φ(y)−Φ(yk)] ≥ ⟨yk − xk, yk − y⟩, ∀y ∈ C.

Thay y = zk ∈ C, ta có

λk[g(x
k, zk)− g(xk, yk) + Φ(zk)−Φ(yk)] ≥ ⟨yk − xk, yk − zk⟩. (3.8)

Cộng ba bất đẳng thức (3.6), (3.7) và (3.8) (vế theo vế) , ta được

λk[g(y
k, x̄) + Φ(yk)−Φ(x̄)] ≥ ⟨zk − xk, zk − x̄⟩+ ⟨yk − xk, yk − zk⟩

− λkc1∥xk − yk∥2 − λkc2∥yk − zk∥2.
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Tiếp theo, áp dụng đẳng thức 2⟨x, y⟩ = ∥x∥2 + ∥y∥2 − ∥x − y∥2 với mọi x, y ∈ C,

đồng thời sử dụng x̄ ∈ Sol(C, g,Φ), yk ∈ C và tính đơn điệu của song hàm g, chúng

ta thu được

0 ≥ 2λk[−g(x̄, yk)−Φ(yk) + Φ(x̄)]

≥ 2λk[g(y
k, x̄)−Φ(yk) + Φ(x̄)]

≥ 2⟨zk − xk, zk − x̄⟩+ 2⟨yk − xk, yk − zk⟩ − 2λkc1∥xk − yk∥2 − 2λkc2∥yk − zk∥2

= ∥zk − xk∥2 + ∥zk − x̄∥2 − ∥xk − x̄∥2 − ∥zk − xk∥2 + ∥yk − xk∥2 + ∥zk − yk∥2

− 2λkc1∥xk − yk∥2 − 2λkc2∥yk − zk∥2.

■

Bổ đề 3.3. Với mỗi x ∈ C, ta có

∥xk+1 − x∥2 ≤ ∥zk − x∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 + 2βk[f(z
k, x)− f(zk, xk+1)].

Chứng minh. Do xk+1 = argmin{βkf(zk, t) + 1
2∥t − zk∥2 : t ∈ C}, nên tồn tại

wk
1 ∈ ∂2f(zk, xk+1) sao cho

0 ∈ βkw
k + xk+1 − zk +NC(x

k+1).

Hay

βkw
k + xk+1 − zk ∈ −NC(x

k+1).

Từ định nghĩa nón pháp tuyến ngoài và dưới vi phân, suy ra

⟨βkwk + xk+1 − zk, x− xk+1⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C

và

βk[f(z
k, x)− f(zk, xk+1)] ≥ ⟨βkwk, x− xk+1⟩, ∀x ∈ C.

Cộng hai bất đẳng thức cuối, chúng ta thu được

2βk[f(z
k, x)− f(zk, xk+1)] + 2⟨xk+1 − zk, x− xk+1⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (3.9)

Áp dụng đẳng thức 2⟨a, b⟩ = ∥a+ b∥2 − ∥a∥2 − ∥b∥2 với mọi a, b ∈ H, ta có

2βk[f(z
k, x)− f(zk, xk+1)] + ∥zk − x∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ≥ 0, ∀x ∈ C.

■



78

Bổ đề 3.4. Giả sử x∗ là một nghiệm của bài toán BEP (C, g, f,Φ). Khi đó,

∥xk+1 − yk+1
∗ ∥ ≤ δk∥zk − x∗∥ ≤ (1− τβk)∥zk − x∗∥,

trong đó,

yk+1
∗ = argmin

{
βkf(x

∗, v) +
1

2
∥v − x∗∥2 : v ∈ C

}
,

S =
m∑
i=1

L̄iL̂i,

δk =
√

1− 2βkη + β2kS
2,

0 < τ < min{η, S},

0 < βk < min

{
1

τ
,
2η − 2τ

S2 − τ2

}
.

Chứng minh. Ta đặt yk+1
∗ = argmin

{
βkf(x∗, v) +

1
2∥v − x∗∥2 : v ∈ C

}
. Bằng cách

tương tự như trong chứng minh của (3.9), chúng ta cũng thu được

βk[f(x
∗, x)− f(x∗, yk+1

∗ )] + ⟨yk+1
∗ − x∗, x− yk+1

∗ ⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (3.10)

Thay thế x bởi yk+1
∗ ∈ C trong (3.9), x bởi xk+1 ∈ C trong (3.10), ta có

βk[f(z
k, yk+1

∗ )− f(zk, xk+1)] + ⟨xk+1 − zk, yk+1
∗ − xk+1⟩ ≥ 0,

βk[f(x
∗, xk+1)− f(x∗, yk+1

∗ )] + ⟨yk+1
∗ − x∗, xk+1 − yk+1

∗ ⟩ ≥ 0.

Cộng hai bất đẳng thức cuối, và sử dụng đẳng thức 2⟨x, y⟩ = ∥x+y∥2−∥x∥2−∥y∥2,
dẫn đến

0 ≤ 2βk[f(z
k, yk+1

∗ )− f(zk, xk+1) + f(x∗, xk+1)− f(x∗, yk+1
∗ )]

+ 2⟨xk+1 − zk − yk+1
∗ + x∗, yk+1

∗ − xk+1⟩

= 2βk[f(z
k, yk+1

∗ )− f(zk, xk+1) + f(x∗, xk+1)− f(x∗, yk+1
∗ )] + ∥zk − x∗∥2

− ∥xk+1 − zk − yk+1
∗ + x∗∥2 − ∥xk+1 − yk+1

∗ ∥2. (3.11)

Theo giả thiết (C5), ta thu được

f(zk, yk+1
∗ )− f(x∗, yk+1

∗ ) ≤ f(zk, x∗)−
m∑
i=1

〈
f̄i(z

k, x∗), f̂i(x
∗ − yk+1

∗ )
〉
,

f(x∗, xk+1)− f(zk, xk+1) ≤ f(x∗, zk)−
m∑
i=1

〈
f̄i(x

∗, zk), f̂i(z
k − xk+1)

〉
.
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suy ra

f(zk, yk+1
∗ )− f(zk, xk+1) + f(x∗, xk+1)− f(x∗, yk+1

∗ )

≤ f(zk, x∗) + f(x∗, zk)−
m∑
i=1

〈
f̄i(z

k, x∗), f̂i(x
∗ − yk+1

∗ )
〉

−
m∑
i=1

〈
f̄i(x

∗, zk), f̂i(z
k − xk+1)

〉
.

Cũng từ giả thiết (C5), tính đơn điệu của song hàm f : f(x, y)+f(y, x) ≤ −η∥x−y∥2

với mọi x, y ∈ C, ta có

f(zk, yk+1
∗ )− f(zk, xk+1) + f(x∗, xk+1)− f(x∗, yk+1

∗ )

≤ −η∥zk − x∗∥2 +
m∑
i=1

〈
f̄i(z

k, x∗), f̂i(z
k − xk+1)− f̂i(x

∗ − yk+1
∗ )

〉
≤ −η∥zk − x∗∥2 +

m∑
i=1

∥f̄i(zk, x∗)∥∥f̂i(zk − xk+1)− f̂i(x
∗ − yk+1

∗ )∥

≤ −η∥zk − x∗∥2 +
m∑
i=1

L̄iL̂i∥zk − x∗∥∥zk − xk+1 − x∗ + yk+1
∗ ∥

= −η∥zk − x∗∥2 + S∥zk − x∗∥∥zk − xk+1 − x∗ + yk+1
∗ ∥. (3.12)

Kết hợp (3.11) và (3.12), ta thu được

0 ≤ (1− 2βkη)∥zk − x∗∥2 + 2βkS∥zk − x∗∥∥zk − xk+1 − x∗ + yk+1
∗ ∥

− ∥xk+1 − zk − yk+1
∗ + x∗∥2 − ∥xk+1 − yk+1

∗ ∥2

= (1− 2βkη)∥zk − x∗∥2 − (∥xk+1 − zk − yk+1
∗ + x∗∥ − βkS∥zk − x∗∥)2

+ β2kS
2∥zk − x∗∥2 − ∥xk+1 − yk+1

∗ ∥2

≤ (1− 2βkη + β2kS
2)∥zk − x∗∥2 − ∥xk+1 − yk+1

∗ ∥2.

Từ giả thiết

0 < τ < min{η, S}, 0 < βk < min

{
1

τ
,
2η − 2τ

S2 − τ2

}
,

suy ra 0 ≤ δk =
√

1− 2βkη + β2kS
2 < 1− τβk. ■

Bổ đề 3.5. Các dãy {xk}, {yk} và {zk} bị chặn.

Chứng minh. Theo giả thiết song hàm f đơn điệu mạnh, nên bài toán cân bằng

EP (C, f) có nghiệm duy nhất. Ta gọi nghiệm đó là x̂. Khi đó, với mỗi βk > 0, ta

có

x̂ = argmin

{
βkf(x̂, v) +

1

2
∥v − x̂∥2 : v ∈ C

}
.
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Mặt khác

yk+1
∗ = argmin

{
βkf(x

∗, v) +
1

2
∥v − x∗∥2 : v ∈ C

}
.

Bằng cách tương tự như trong chứng minh Bổ đề 3.4, chúng ta thu được

∥yk+1
∗ − x̂∥ ≤ δk∥x∗ − x̂∥ ≤ ∥x∗ − x̂∥.

Suy ra, dãy {yk+1
∗ } bị chặn. Do f liên tục trên C, nên tồn tại hằng số (phụ thuộc

x∗) M̄(x∗) > 0 sao cho

|f(x∗, yk+1
∗ )| ≤ M̄(x∗), ∀k ≥ 0.

Thay thế x bởi x∗ trong (3.10) và sử dụng f(x∗, x∗) = 0, chúng ta thu được

−βkf(x∗, yk+1
∗ ) + ⟨yk+1

∗ − x∗, x∗ − yk+1
∗ ⟩ ≥ 0,

và do đó, ∥yk+1
∗ − x∗∥2 ≤ βkM̄(x∗) ≤ βk+1M̄(x∗) với mọi k ≥ 0. Áp dụng Bổ đề 3.2

và Bổ đề 3.4, ta có

∥xk+1 − yk+1
∗ ∥ ≤ (1− τβk)∥zk − x∗∥

≤ (1− τβk)∥xk − x∗∥

≤ (1− τβk)∥xk − yk∗∥+ (1− τβk)∥yk∗ − x∗∥

≤ (1− τβk)∥xk − yk∗∥+ τβk
M̄(x∗)

τ

≤ max

{
∥xk − yk∗∥,

M̄(x∗)

τ

}
≤ ...

≤ max

{
∥x1 − y1∗∥,

M̄(x∗)

τ

}
.

Như vậy, {xk} bị chặn. Từ Bổ đề 3.2, kéo theo ∥zk − x̄∥ ≤ ∥xk − x̄∥ và 0 ≤
∥yk − xk∥2 ≤ 1

1−2bc1
(∥xk − x̄∥2 − ∥zk − x̄∥2). Do đó, {yk} và {zk} cũng bị chặn. ■

Bổ đề 3.6. Giả sử dãy con {xki} ⊂ {xk} hội tụ yếu tới x̂, lim
i→∞

∥yki − zki∥ = 0 và

lim
i→∞

∥xki+1 − zki∥ = 0. Khi đó, x̂ ∈ Sol(C, g,Φ).

Chứng minh. Do {xk} ⊂ C, xki ⇀ x̂ và C đóng yếu, kéo theo x̂ ∈ C.

Từ lim
i→∞

∥xki − yki∥ = lim
i→∞

∥yki − zki∥ = 0, suy ra yki ⇀ x̂ và zki ⇀ x̂.

Lại có g thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz với các hằng số c1, c2, tức là ta có bất

đẳng thức:

g(xki , yki) + g(yki , zki) ≥ g(xki , zki)− c1∥xki − yki∥2 − c2∥yki − zki∥2. (3.13)
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Nhân (3.13) với λki > 0 và sử dụng (3.5), chúng ta thu được

λkig(y
ki , zki) ≥ λki

[
−g(xki , yki) + g(xki , zki)

]
− λkic1∥xki − yki∥2 − λkic2∥yki − zki∥2,

và

λki[g(y
ki , x) + Φ(x)−Φ(zki)] ≥ λkig(y

ki , zki) + ⟨zki − xki , zki − x⟩, ∀x ∈ C.

Kết hợp hai bất đẳng thức cuối, suy ra, với mọi x ∈ C ta có

λki[g(y
ki , x) + Φ(x)−Φ(zki)] ≥ λkig(y

ki , zki) + ⟨xki − zki , x− zki⟩

≥ λki[g(x
ki , zki)− g(xki , yki)] + ⟨xki − zki , x− zki⟩

− c1λki∥xki − yki∥2 − c2λki∥yki − zki∥2.

Lại có lim
k→∞

λk = λ > 0, lim
i→∞

∥xki − yki∥ = lim
i→∞

∥yki − zki∥ = 0, {zki} bị chặn và tính

liên tục yếu của g, cho qua giới hạn, chúng ta thu được

λ[g(x̂, x) + Φ(x)−Φ(x̂)] ≥ 0, ∀x ∈ C.

Do đó, x̂ ∈ Sol(C, g,Φ). ■

Tiếp theo, chúng tôi phát biểu và chứng minh định lý hội tụ của Thuật toán

3.1.

Định lý 3.1. Giả sử rằng các giả thiết (C1) − (C5) được thỏa mãn và các tham

số thỏa mãn (3.3). Khi đó, các dãy {xk}, {yk} và {zk} sinh ra từ Thuật toán 3.1

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán BEP (C, g, f,Φ).

Chứng minh. Đặt ak = ∥xk − x∗∥2. Áp dụng các Bổ đề 3.2, 3.3 và 3.5, chúng ta

thu được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥zk − x∗∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 + 2βk[f(z
k, x)− f(zk, xk+1)]

≤ ∥xk − x∗∥2 − (1− 2λkc1)∥yk − xk∥2 − (1− 2λkc2)∥zk − xk∥2

− ∥xk+1 − zk∥2 + 2βk[f(z
k, x∗)− f(zk, xk+1)] (3.14)

≤ ∥xk − x∗∥2 − (1− 2λkc1)∥yk − xk∥2 − (1− 2λkc2)∥zk − xk∥2

− ∥xk+1 − zk∥2 + 2βkK, (3.15)

trong đó K = supk{f(zk, x∗)− f(zk, xk+1)} < +∞.

Ta xét hai trường hợp sau.
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Trường hợp 1. Tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak+1 ≤ ak với mọi k ≥ k0. Khi

đó, lim
k→∞

ak = A < +∞. Từ (3.15) và điều kiện {λk} ⊂ (a, b) ⊂ (0,min{ 1
2c1
, 1
2c2

}),
suy ra

lim
k→∞

∥zk−x∗∥2 = A, lim
k→∞

∥yk−xk∥ = lim
k→∞

∥zk−yk∥ = lim
k→∞

∥xk+1−xk∥ = 0. (3.16)

Do {zk} bị chặn, nên tồn tại dãy con {zki} của {zk} hội tụ yếu tới z̄ ∈ C và thỏa

mãn đẳng thức

lim inf
k→∞

[
f(x∗, zk)− f(zk, xk+1)

]
= lim

i→∞

[
f(x∗, zki)− f(zki , xki+1)

]
.

Kết hợp với (3.16), ta cũng có xki+1 ⇀ z̄, xki ⇀ z̄ và yki ⇀ z̄. Áp dụng Bổ đề 3.6,

suy ra z̄ ∈ Sol(C, g,Φ) và

lim inf
k→∞

[
f(x∗, zk)− f(zk, xk+1)

]
= f(x∗, z̄) ≥ 0. (3.17)

Từ giả thiết f đơn điệu mạnh với hằng số η, ta có

lim inf
k→∞

[
f(x∗, zk) + f(zk, x∗)

]
≤ lim inf

k→∞
(−η∥zk − x∗∥2) = −ηA. (3.18)

Kết hợp (3.16), (3.17) và (3.18), chúng ta thu được

lim inf
k→∞

[
f(zk, x∗)− f(zk, xk+1)

]
≤ −ηA.

Tiếp theo, chúng tôi sẽ chỉ ra rằng A = 0.

Thật vậy, giả sử A > 0. Khi đó, tồn tại số nguyên dương k0 > 0 sao cho

f(zk, x∗)− f(zk, xk+1) ≤ −ηA
2
, ∀k ≥ k0. (3.19)

Thay x = x∗ trong Bổ đề 3.3 và áp dụng Bổ đề 3.2, với mọi k ≥ k0, chúng ta thu

được

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥zk − x∗∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 + 2βk[f(z
k, x∗)− f(zk, xk+1)]

≤ ∥xk − x∗∥2 − βkηA.

Tức là, với mọi k ≥ k0, ta có

ak − ak0 ≤ −ηA
k∑

j=k0

βj . (3.20)
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Mà
∞∑
k=1

βk = +∞, kết hợp với (3.20), chúng ta suy ra được lim inf
k→∞

ak = −∞, điều

này mâu thuẫn với tính bị chặn của {ak}. Như vậy, ta có A = 0, hay lim
k→∞

ak = 0,

tức là {xk} hội tụ về nghiệm duy nhất x∗ ∈ Ω của bài toán BEP (C, g, f,Φ).

Trường hợp 2. Không tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak+1 ≤ ak với mọi

k ≥ k0. Nói các khác, tồn tại số nguyên dương k0 sao cho ak0 ≤ ak0+1. Theo Bổ

đề 1.3 [60], Maingé đề xuất dãy con {aτ(k)} của {ak} được xác định như sau

τ(k) = max {i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1} .

Khi đó,

τ(k) ↗ +∞, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1, aτ(k) ≤ aτ(k)+1, ∀k ≥ k0. (3.21)

Từ tính không giảm của {aτ(k)} và Bổ đề 3.5, dẫn đến tồn tại giới hạn limk→∞ aτ(k) =

M < +∞. Từ (3.15) và limk→∞ βk = 0, suy ra

lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − zτ(k)∥ = lim
k→∞

∥xτ(k) − yτ(k)∥ = lim
k→∞

∥yτ(k) − zτ(k)∥ = 0. (3.22)

Lại có {zk} bị chặn, bởi vậy tồn tại dãy con của nó hội tụ yếu về x̄. Không mất

tính tổng quát, chúng ta giả sử rằng zτ(k) ⇀ x̄. Khi đó, xτ(k)+1 ⇀ x̄. Thay k bởi

τ(k) trong (3.14) và kết hợp điều kiện (3.3) chúng ta thu được

2βτ(k)[f(z
τ(k), xτ(k)+1)− f(zτ(k), x∗)] (3.23)

≤ aτ(k) − aτ(k)+1 − ∥xτ(k)+1 − zτ(k)∥2

− (1− 2λτ(k)c1)∥yτ(k) − xτ(k)∥2 − (1− 2λτ(k)c2)∥zτ(k) − xτ(k)∥2

≤ 0.

Suy ra

f(zτ(k), xτ(k)+1)− f(zτ(k), x∗) ≤ 0. (3.24)

Từ tính đơn điệu mạnh của f với hằng số η trên C, ta có

η∥zτ(k) − x∗∥2 ≤ −f(zτ(k), x∗)− f(x∗, zτ(k)). (3.25)

Kết hợp (3.24), (3.25), giả thiết (C4) và Bổ đề 3.6: x̄ ∈ Sol(C, g,Φ), chúng ta có

η lim sup
k→∞

∥zτ(k) − x∗∥2 ≤ lim sup
k→∞

[
−f(zτ(k), xτ(k)+1)− f(x∗, zτ(k))

]
= −f(x̄, x̄)− f(x∗, x̄)

≤ 0.
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Như vậy, lim supk→∞ ∥zτ(k) − x∗∥ = 0. Mặt khác, từ (3.22) dẫn đến

0 ≤ lim
k→∞

aτ(k)+1 = lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − x∗∥ ≤ lim
k→∞

[
∥xτ(k)+1 − zτ(k)∥+ ∥zτ(k) − x∗∥

]
= 0,

Từ đó, suy ra lim
k→∞

aτ(k) = 0. Mà theo (3.21) ta có 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1 → 0 khi k → ∞.

Vậy định lý được chứng minh. ■

3.3 Ứng dụng cho mô hình cân bằng kinh tế Nash-Cournot

Ta có, nếu ∥yk − xk∥ = 0 thì xk ∈ Sol(C, g,Φ). Xét H = Rn và song hàm

f : Rn ×Rn → R, được giới thiệu lần đầu trong [75], có dạng

f(x, y) = ⟨F (x) +Qy + q, y − x⟩, (3.26)

trong đó, A là ma trận n × n, B là ma trận phản đối xứng n × n, D là ma trận

đường chéo n × n và ma trận Q = AAT + B +D được cho trong [9] và q là một

vec tơ trong Rn, ξ > 1 + ∥Q∥. Ánh xạ F được cho bởi

F (x) = (ξx1 + ξx2 + sin(x1),−ξx1 + ξx2 + sin(x2), (ξ − 1)x3, ..., (ξ − 1)xn).

Các ma trận P, P̄ được chọn sao cho P̄ đối xứng, nửa xác định dương và P̄ − P

nửa xác định âm. Song hàm giá thứ hai g và tập chấp nhận được C được cho bởi

g(x, y) =
〈
Px+ P̄ y + p, y − x

〉
, C = {x ∈ Rn : −1 ≤ xi ≤ 1, ∀i = 1, ..., n}. (3.27)

Chọn hàm lồi Φ(x) = ⟨Ex, x⟩+ ⟨b, x⟩, trong đó E ∈ Rn×n là ma trận nửa xác định

dương và b ∈ Rn. Ánh xạ F và các song hàm f, g có các tính chất sau:

� Trong [75], các tác giả đã chỉ ra song hàm g đơn điệu và liên tục, với mỗi

x ∈ Rn, g(x, ·) lồi và khả dưới vi phân trên Rn, thỏa mãn điều kiện kiểu

Lipschitz với các hằng số c1 = c2 =
1
2∥P − P̄∥.

� F liên tục Lipschitz trên Rn với hằng số
√

2(2ξ2 + 2ξ + 1), đơn điệu mạnh

với hằng số (ξ − 1) (trong [14]). Điều này suy ra hằng số đơn điệu mạnh

của f là ξ − 1− ∥Q∥.

Bây giờ, chúng tôi sẽ chỉ ra f thỏa mãn điều kiện (C5). Thật vậy, từ (3.26) suy ra

f(x, y) + f(y, z)− f(x, z)

=
〈
F (x) +Qy + q, y − x

〉
+
〈
F (y) +Qz + q, z − y

〉
−
〈
F (x) +Qz + q, z − x

〉
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=
〈
F (y)− F (x), z − y

〉
+
〈
x− y,Q(z − y)

〉
=
〈
f̄1(x, y), f̂1(y − z)

〉
+
〈
f̄2(x, y), f̂2(y − z)

〉
,

trong đó,

f̄1(x, y) = F (y)− F (x), f̄2(x, y) = x− y, f̂1(y − z) = z − y, f̂2(y − z) = Q(z − y).

Khi đó, f̄i(x, y) + f̄i(y, x) = 0 ∀x, y ∈ Rn, L̄1 =
√
2(2ξ2 + 2ξ + 1), L̄2 = 1, L̂1 =

1, L̂2 = ∥Q∥ và S =
√

2(2ξ2 + 2ξ + 1) + ∥Q∥.
Các tính toán sau được thực hiện bởi Matlab R2014b chạy trên Laptop In-

tel(R) Core(TM) i5-3110M CPU@2.40GHz 2.40GHz 4Gb RAM.

Ví dụ 3.2. Xét trong R5. Tập ràng buộc C, các song hàm f và g được cho theo

(3.26)-(3.27), trong đó I là ma trận đơn vị, P = 2P̄ + I, các ma trận A,B,D, P̄

và véc tơ q, b được chọn một cách ngẫu nhiên

A =



−2 1 0 1 −1
1 2 1 0 2

0 1 3 1 2

0 1 3 1 0

2 0 1 −1 3


, B =



0 1 2 1 −1
−1 3 2 0 2

−2 −2 1 1 −3
−1 0 −1 1 0

1 −2 3 0 2


, q =



2

3

−4
1

5


, b =



0

1

5

7

−2


,

D =



5 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 12 0 0

0 0 0 15 0

0 0 0 0 22


, E =



1 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 7 0

0 0 0 0 10


,

P̄ =



1 2 0 0 0

2 4 0 0 0

0 0 7 0 1

0 0 0 9 0

0 0 1 0 5.5


, P = 2P̄ + I, p =



7

1.5

2

−5
9


.

Giá trị riêng nhỏ nhất của Q là 10.2313, chuẩn của Q là 58.9677. Chúng tôi chạy

Thuật toán 3.1 với ϵ = 10−3, các tham số ξ = 61, η = ξ − 1 − ∥Q∥, ∀k ≥ 0. Kết

quả tính toán được thể hiện trong Bảng 3.1
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Test Prob. ξ βk λk No. Iter. CPU-Times/sec

1 56 2η
S2(k2+2)

1
2c1+1+k 4 0.8281

2 56 2η
S2(k2+2)

1
2c1+1+10k 5 1.2813

3 59 2η
S2(2k2+2)

1
2c1+3k 6 1.4291

4 61 2η
S2(2k2+20)

1
2c1+100+k 14 2.8125

5 75 2η
S2(k2+100)

1
2c1+150+3k 20 3.7813

6 80 2η
S2(k2+133)

1
2c1+200+k 23 4.4219

7 55 2η
S2(k2+150)

1
2c1+100+k 15 2.6875

Bảng 3.1: Thuật toán 3.1 với điểm xuất phát x0 = (1, 1, 1, 1, 1) và các tham số

khác nhau.

Test Prob. Start. point No. Iter. CPU-Times/sec

1 (0,0,0,0,0) 26 3.7500

2 (1,0,0,0,0) 13 2.6406

3 (0,0,0,0,1) 8 1.7656

4 (1,0,0,0,1) 13 2.8594

5 (0,1,1,1,0) 15 3.1719

6 (0.8,1,1,1,0) 14 2.6250

7 (0.8,0.5,0,1,0) 11 1.7813

Bảng 3.2: Thuật toán 3.1 với các điểm xuất phát khác nhau, với tham số λk =
1

2c1+200 , βk =
2η

S2(k2+150)
.
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Ví dụ 3.3. Xét bài toán BEP (C, g, f,Φ), trong đó Φ = 0, tập ràng buộc C và các

song hàm giá f, g được cho bởi (3.26)-(3.27). Trong ví dụ này, chúng tôi so sánh

Thuật toán 2.1 với Thuật toán ESA (trong [18]). Với mỗi A,B, P, q và p được tạo

ra một cách ngẫu nhiên với giá trị thuộc (−3, 3), chọn ξ = 58, Ma trận đường

chéo D được tạo ra ngẫu nhiên từ (0, 1), P = 3P̄ + I trong đó I là ma trận đơn

vị. Các hàm được sử dụng trong Matlab:A = 6 ∗ rand(k, k)− 3;B = skewdec(k, 1), D = diag(1 : k);

Q = A ∗ transpose(A) +B +D; P̄ = symdec(k, 1); I = eye(k);P = 3 ∗ P̄ + I.

Kết quả so sánh được ghi nhận trong Bảng 3.1.

Tham số và dữ liệu trong mỗi thuật toán được chọn như sau:

− Thuật toán 3.1: η = ξ−1−∥Q∥, λk = 1
3c1+150+k , βk =

2η
S2(2k2+15)

, và điều kiện

dừng ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ;

− Thuật toán ESA: η := 5 + ∥Q∥, ξk := 1
k2+10

, λk = 200, βk = 1
7k+1 với mọi

k ∈ N. Khi đó, uk ∈ ∂2f(yk, yk) = {F (yk) + Qyk + q}, wk ∈ ∂2g(xk, xk) =

{(P + P̄ )xk + p}, và điều kiện dừng ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ.

Trong cả hai thuật toán, chúng ta đều sử dụng điểm xuất phát giống nhau là

x0 = (1, 1, ..., 1) nhưng ta chọn số chiều n khác nhau. Kết quả so sánh được thể

hiện trong Bảng 3.3. Chúng ta thấy rằng trong ví dụ này số vòng lặp và thời gian

tính toán của Thuật toán ESA lớn hơn so với Thuật toán chúng tôi đề xuất.

Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi áp dụng phương pháp đạo hàm tăng cường cho

bài toán cân bằng hai cấp BEP (C, g, f,Φ) với miền ràng buộc cân bằng hỗn hợp.

Các kết quả chính thu được như sau:

(a) Đề xuất thuật toán đạo hàm tăng cường cho bài toán BEP (C, g, f,Φ) trên

không gian Hilbert H, tại mỗi bước lặp của thuật toán, chúng tôi chỉ cần

giải ba bài toán tối ưu lồi mạnh.

(b) Chứng minh sự hội tụ của dãy lặp sinh ra bởi Thuật toán 3.1 về nghiệm

duy nhất của bài toán BEP (C, g, fΦ) dưới các điều kiện thích hợp.
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Thuật toán 3.1 Thuật toán ESA

Problem Dim. No. No. Iter. CPU-Times/sec No. Iter. CPU-Times/sec

1 k = 5 27 4.7500 14 1.4688

2 k = 5 46 7.7656 12 1.3906

3 k = 10 64 12.2813 148 20.2969

4 k = 10 52 9.6875 36 3.7969

5 k = 15 75 15.2031 76 9.1875

6 k = 15 70 14.3125 113 17.2188

7 k = 20 80 17.5938 360 56.4844

8 k = 20 76 16.8125 281 43.9688

9 k = 25 79 19.1094 126 20.3281

10 k = 25 78 18.9063 409 54.6601

Bảng 3.3: Kết quả so sánh của các Thuật toán 3.1 và Thuật toán ESA với

ϵ = 10−3.

(c) Ứng dụng thuật toán cho mô hình cân bằng kinh tế Nash - Cournot và so

sánh kết quả với một số thuật toán trước đó.
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Chương 4

NGUYÊN LÝ BÀI TOÁN PHỤ DC

Nguyên lý bài toán phụ được đề xuất lần đầu tiên bởi Cohen [36] cho bài

toán tối ưu. Sau đó, tác giả [37] mở rộng cho bài toán bất đẳng thức biến phân

và nó đã trở thành một công cụ hữu hiệu cho việc phân tích, phát triển các thuật

giải cho các bài toán tối ưu nói chung và bài toán bất đẳng thức biến phân nói

riêng [15, 16, 36, 37, 39, 49, 81]. Gần đây, G. Mastroeni [63] đã sử dụng nguyên

lý này cho bài toán cân bằng đơn điệu mạnh:x0 ∈ C, k = 0;

xk+1 = argmin{λf(xk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}.

Tuy nhiên, các dãy lặp trong thuật toán này có thể không hội tụ, khi ánh xạ giá

đơn điệu hoặc giả đơn điệu. Để khắc phục điều này, T.Đ. Quốc và cộng sự [75]

mở rộng phương pháp đạo hàm tăng cường của G.M. Korpelevich [54] giải bài

toán cân bằng đơn điệu. Dãy lặp có dạng sau:
x0 ∈ C, k = 0

yk = argmin{λf(xk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}

xk+1 = argmin{λf(yk, y) + 1
2∥y − xk∥2 : y ∈ C}.

Tại mỗi bước lặp, thuật toán giải hai bài tối ưu lồi mạnh.

Trong chương này, với việc kết hợp nguyên lý bài toán phụ nói trên với kỹ

thuật phân tích DC cho việc tìm nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân

affine. Chúng tôi giới thiệu phương pháp nguyên lý bài toán phụ DC, giải bài

toán cân bằng trên tập nghiệm bài toán bất đẳng thức biến phân affine. Nội dung

chính của chương này được viết dựa trên bài báo [CT3] trong danh mục các công

trình liên quan đến Luận án.
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4.1 Nguyên lý bài toán phụ DC

Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Rn, f : C ×C → R
là một song hàm giá thỏa mãn điều kiện cân bằng f(x, x) = 0 với mọi x ∈ C, và

G là một toán tử từ C vào Rn. Bài toán cân bằng với ràng buộc bất đẳng thức

biến phân được định nghĩa như sau:

Tìm x∗ ∈ Sol(C,G) sao cho f(x∗, x) ≥ 0, ∀x ∈ Sol(C,G), (4.1)

trong đó,

Sol(C,G) :=
{
x ∈ C : ⟨G(x), y − x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C

}
, (4.2)

với G : C → Rn là ánh xạ affine cho bởi G(x) = Qx+ q, C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b},
với ma trận Q ∈ Rn×n đối xứng, ma trận A ∈ Rm×n và các véc tơ q ∈ Rn, b ∈ Rm.

Khi q = 0, trong [44], các tác giả đã chỉ ra rằng ma trận Q là ma trận giả đơn

điệu trên C tương đương với G là giả đơn điệu trên C.

Xét bài toán quy hoạch toàn phương sau đây

min

{
f0(x) :=

1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩ : x ∈ C

}
, (4.3)

Định nghĩa 4.1. Một phần tử x̄ ∈ Rn được gọi là một điểm KKT (Karush-

Kuhn-Tucker point) của bài toán (4.3) nếu và chỉ nếu tồn tại véc tơ λ ∈ Rm sao

cho

Qx̄+ q − A⊤λ = 0, Ax̄ ≥ b, λ ≥ 0, (Ax̄− b)⊤λ = 0. (4.4)

Nghiệm của của bài toán bất đẳng thức biến phân Affine V I(C,G) có liên

quan mật thiết với điểm KKT của bài toán quy hoạch toàn phương thông qua

bổ đề sau.

Bổ đề 4.1. [45, tr. 834] Một phần tử x̂ ∈ C là nghiệm của bài toán V I(G,C) nếu

và chỉ nếu nó là điểm KKT của bài toán (4.3).

Mặt khác bài toán (4.3) lại có thể phân tích như sau

min

{
f0(x) :=

1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩ : x ∈ C

}
= min

{
g(x)− h(x) : x ∈ Rk

}
,

trong đó,

g(x) =
1

2
⟨(ρI +Q)x, x⟩+ ⟨q, x⟩+ δC(x);
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h(x) =
1

2
ρ∥x∥2, ρ > 0 với ρ ≥ −τ1(Q).

Do đó, chúng ta có thể sử dụng kỹ thuật phân tích DC vào tìm nghiệm cho Bài

toán bất đẳng thức biến phân affine. Đó cũng là cơ sở đề chúng tôi xây dựng

thuật toán sử dụng nguyên lý bài toán phụ DC cho bài toán (4.1). Thuật toán

chúng tôi đề xuất với một số giả thiết đặt ra như sau:

(D1) Ánh xạ G giả đơn điệu, song hàm f là đơn điệu mạnh với hằng số β > 0;

(D2) Song hàm f thỏa mãn điều kiện Lipschitz ([64]) với hằng số κ :=
∑r

i=1 LiKi,

trong đó κ > β, nghĩa là, tồn tại các hằng số Li > 0 và Ki > 0, các ánh xạ

ᾱi : C × C → C và α̂i : C → C sao cho, với mọi x, y, z ∈ C, i ∈ {1, . . . , r},

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z) +
r∑

i=1

⟨ᾱi(x, y), α̂i(y − z)⟩,

ᾱi(x, y) + ᾱi(y, x) = 0, ∥ᾱi(x, y)∥ ≤ Li∥x− y∥,

∥α̂i(x)− α̂i(y)∥ ≤ Ki∥x− y∥;

(D3) Hàm f(x, ·) lồi với mỗi x ∈ C. Mọi dãy {yk} ⊂ C thỏa mãn yk → d, ta có

lim sup
k→∞

|f(d,yk)|
∥yk−d∥ < +∞;

(D4) Chọn các tham số thỏa mãn

η > max

{
−6τ1(Q), ν,

κ2∥Q∥
β2

,
−2τ1(Q)(β2 + κ2)

β2

}
, (4.5)

0 < τ < min{β,
√
2κ}, 0 < αk <

2(β − τ)

2κ2 − τ2
, (4.6)

∞∑
k=1

αk = +∞, lim
k→∞

αk = 0, (4.7)

Q+ ηI là ma trận xác định dương . (4.8)

Cho ma trân

Q =



9 1 −2 0 . . . 0 −10
1 −5 7 0 . . . 0 −7
−2 7 6 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 6 3

−10 −7 0 0 . . . 3 −9


n×n

,
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với n = 10, ta có các tham số κ = 3, 9226, β = 0, 1409, η = 210, αk = 1
2k+30 thỏa

mãn các điều kiện (D4).

Thuật toán của chúng tôi đề xuất được mô tả như sau:

Thuật toán 4.1. (Thuật toán nguyên lý bài toán phụ DC)

Khởi tạo. Lấy điểm x0 ∈ C bất kỳ, ϵ > 0, gán k := 0

Bước 1. Tính

yk = argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}
. (4.9)

Bước 2. Tính

xk+1 = argmin

{
αkf(y

k, y) +
1

2
∥y − yk∥2 : y ∈ C

}
. (4.10)

Bước 3. Nếu ∥xk+1 − xk∥ < ϵ thì thuật toán dừng. Ngược lại, gán k := k + 1

và quay trở lại Bước 1.

Chú ý 4.1. (4.9) có thể được viết lại như sau:

yk =argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}
=argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2

(
∥x∥2 − 2⟨xk, x⟩+ ∥xk∥2

)
: x ∈ C

}
=argmin

{
1

2

〈
(Q+ ηI)x, x

〉
+ ⟨q, x⟩ − η⟨xk, x⟩+ η

2
∥xk∥2 : x ∈ C

}
=argmin

{
1

2

〈
(Q+ ηI)x, x

〉
+ ⟨q, x⟩+ δC(x)−

[
η⟨xk, x− xk⟩+ η

2
∥xk∥2

]}
=argmin

{
g(x)−

[
⟨wk, x− xk⟩+ h(xk)

]}
, (4.11)

trong đó wk ∈ ∂h(xk), g(x) = 1
2⟨(Q + ηI)x, x⟩ + ⟨x, q⟩ + δC(x), h(x) = 1

2η∥x∥
2,

I ∈ Rn×n là ma trận đơn vị, η ̸= 0 và η ≥ −τ1(Q).

Dễ thấy, (4.11) chính là thuật toán DC trong [5] cho bài toán

min
C

{l(x) := g(x)− h(x)}.

Đây cũng chính là lý do mà thuật toán chúng tôi đề xuất trên được gọi là kỹ

thuật bài toán phụ DC.
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4.2 Định lý hội tụ

Trong mục này chúng tôi sẽ phát biểu và chứng minh định lý hội tụ của

Thuật toán 4.1 về nghiệm của bài toán (4.1) dưới những giả thiết thích hợp.

Định lý 4.1. Giả sử các điều kiện từ (D1) đến (D4) được thỏa mãn. Khi đó, các

dãy {xk} và {yk} sinh ra từ Thuật toán 4.1 hội tụ tới nghiệm duy nhất của bài

toán (4.1).

Chứng minh. Định lý được chứng minh thông qua các khẳng định sau.

Khẳng định 4.1. Gọi x∗ là nghiệm của bài toán (4.1). Khi đó,

∥yk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2.

Thật vậy, với mỗi η > −2τ1(Q) ≥ 0, từ yk là nghiệm duy nhất của bài toán lồi

mạnh (4.9), theo điều kiện cần và đủ cho điểm tối ưu của bài toán quy hoạch lồi

[79, Định lý 27.4], ta có

−Qyk − q − ηyk + ηxk ∈ NC(y
k).

Theo định nghĩa của nón pháp tuyến ngoài, suy ra yk thỏa mãn bất đẳng thức

⟨Qyk + q + ηyk − ηxk, x− yk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (4.12)

Do x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán (4.1), suy ra ⟨Qx∗+ q, y− x∗⟩ ≥ 0 với mọi

y ∈ C, G đơn điệu trên C, lại có yk ∈ C, nên ta có ⟨Qyk + q, yk − x∗⟩ ≥ 0. Thay

thế x bởi x∗ ∈ C trong (4.12), chúng ta thu được

η⟨yk − xk, yk − x∗⟩ ≤ ⟨Qyk + q, x∗ − yk⟩ ≤ 0.

Kết hợp điều này và đẳng thức

⟨a, b⟩ = 1

2

(
∥a∥2 + ∥b∥2 − ∥a− b∥2

)
, ∀a, b ∈ Rn,

dẫn đến

η⟨yk − xk, yk − x∗⟩ = η

2

(
∥yk − xk∥2 + ∥yk − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2

)
≤ 0.

Theo giả thiết η > 0, suy ra

∥yk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2.

Vậy Khẳng định 4.1 được chứng minh.
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Khẳng định 4.2. Với x∗ là nghiệm của bài toán (4.1), ta có

∥yk − x∗∥2 ≤ η

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xk − yk∥2,

và

⟨xk+1 − yk, xk+1 − x⟩ ≤ αk
[
f(yk, x)− f(yk, xk+1)

]
, ∀x ∈ C. (4.13)

Thật vậy, từ x∗ là nghệm duy nhất của bài toán (4.1), nên ta có các bất đẳng

thức

f(x∗, x) ≥ 0, ∀x ∈ Sol(C,G) và ⟨Qx∗ + q, y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C. (4.14)

Do yk ∈ C và x∗ ∈ Sol(C,G), suy ra ⟨Qx∗ + q, yk − x∗⟩ ≥ 0. Thay x bởi x∗ ∈ C

trong (4.12), chúng ta thu được

⟨Qyk + q + ηyk − ηxk, x∗ − yk⟩ = ⟨Q(yk − x∗), x∗ − yk⟩

+ ⟨Qx∗ + q, x∗ − yk⟩+ η⟨yk − xk, x∗ − yk⟩ ≥ 0.

Kết hợp điều này với (4.14), ta có

⟨(Q+ ηI)(yk − x∗), x∗ − yk⟩+ η∥yk − x∗∥2 + η⟨yk − xk, x∗ − yk⟩ ≥ 0. (4.15)

Từ giả thiết (D4), ta có (Q + ηI) là ma trận xác định dương , nghĩa là, ⟨(Q +

ηI)x, x⟩ ≥ λ∥x∥2 với mọi x ∈ Rn. Dễ thấy λ = η + τ1(Q).

Áp dụng đẳng thức

⟨a, b⟩ = 1

2

(
∥a+ b∥2 − ∥a∥2 − ∥b∥2

)
, ∀a, b ∈ Rn, (4.16)

cho a := yk − xk, b := x∗ − yk trong (4.15), ta thu được

2(η − λ)∥yk − x∗∥2 + η
(
∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2 − ∥yk − x∗∥2

)
≥ 0.

Do đó, kết hợp với λ = η + τ1(Q), ta có

∥yk − x∗∥2 ≤ η

2λ− η
∥xk − x∗∥2 − η

2λ− η
∥xk − yk∥2

=
η

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xk − yk∥2. (4.17)

Áp dụng Định lý 27.4 trong [79], chúng ta thấy rằng xk+1 là nghiệm của bài toán

quy hoạch lồi (4.10) khi và chỉ khi

0 ∈ ∂

[
αkf(y

k, ·) + 1

2
∥ · −yk∥2 + δC(·)

]
(xk+1),
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trong đó δC là hàm chỉ của tập C. Khi đó, tồn tại wk ∈ ∂f(yk, ·)(xk+1) và vk ∈
NC(xk+1) sao cho

0 = αkw
k + xk+1 − yk + vk. (4.18)

Theo định nghĩa của nón pháp tuyến NC , suy ra

⟨vk, x− xk+1⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C.

Kết hợp điều này với (4.18), ta thu được

⟨yk − αkw
k − xk+1, x− xk+1⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C.

Từ wk ∈ ∂f(yk, ·)(xk+1), ta có

αk[f(y
k, x)− f(yk, xk+1)] ≥ αk⟨wk, x− xk+1⟩ ≥ ⟨yk − xk+1, x− xk+1⟩. (4.19)

Từ đó, chúng ta thu được

⟨xk+1 − yk, xk+1 − x⟩ ≤ αk
[
f(yk, x)− f(yk, xk+1)

]
.

Khẳng định 4.2 được chứng minh.

Khẳng định 4.3. Với mỗi k ∈ N, chúng ta định nghĩa ánh xạ Sk : C → C như

sau

Sk(x) := argmin

{
αkf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2 : y ∈ C

}
, ∀x ∈ C.

Khi đó, Sk là ánh xạ co, nghĩa là ta có

∥Sk(x)− Sk(y)∥ ≤ Λk∥x− y∥, ∀x, y ∈ C,

trong đó Λk =
√

1− αk(2β − αkκ2) < 1− ταk.

Thật vậy, từ f thỏa mãn điều kiện liên tục kiểu Lipschitz, suy ra

f
(
y, Sk(y)

)
+ f
(
Sk(y), x

)
≥ f(y, x) +

r∑
i=1

〈
ᾱi(y, S(y)), α̂i(Sk(y)− x)

〉
≥ f(y, x)−

r∑
i=1

∣∣〈ᾱi(y, Sk(y)), α̂i(Sk(y)− x)
〉∣∣

≥ f(y, x)−
r∑

i=1

∥∥ᾱi(y, Sk(y))∥∥∥∥α̂i(Sk(y)− x)
∥∥
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≥ f(y, x)−
r∑

i=1

LiKi

∥∥y − Sk(y)
∥∥∥∥Sk(y)− x

∥∥
≥ f(y, x)−

(
1

2

r∑
i=1

LiKi

)∥∥y − Sk(y)
∥∥2 −(1

2

r∑
i=1

LiKi

)∥∥Sk(y)− x
∥∥2

= f(y, x)− κ

2

∥∥y − Sk(y)
∥∥2 − κ

2

∥∥Sk(y)− x
∥∥2 ,

trong đó κ :=
∑r

i=1 LiKi. Sử dụng tính đơn điệu mạnh của song hàm f , chúng ta

thu được

f(y, x)− f(y, Sk(y))

≤ f(Sk(y), x) +
κ

2
∥y − Sk(y)∥2 +

κ

2
∥Sk(y)− x∥2

≤ −f(x, Sk(y))− β∥Sk(y)− x∥2 + κ

2
∥y − Sk(y)∥2 +

κ

2
∥Sk(y)− x∥2.

Bằng cách kết hợp điều này với (4.13) và sử dụng đẳng thức (4.16), chúng ta thu

được

∥Sk(y)− x∥2 + ∥Sk(y)− y∥2 − ∥y − x∥2

= 2⟨Sk(y)− y, Sk(y)− x⟩

≤ 2αk
[
−f(x, Sk(y)) + κ∥y − Sk(y)∥2 + (κ− β)∥Sk(y)− x∥2

]
.

Tương đương với

[1 + 2αk(β − κ)]∥Sk(y)− x∥2 ≤ ∥y − x∥2 − (1− 2αkκ)∥y − Sk(y)∥2 − 2αkf(x, Sk(y)).

(4.20)

Lý luận tương tự trong (4.13), ta có

⟨Sk(y)− y, Sk(y)− Sk(x)⟩ ≤ αk [f(y, Sk(x))− f(y, Sk(y))] ,

và

⟨Sk(x)− x, Sk(x)− Sk(y)⟩ ≤ αk [f(x, Sk(y))− f(x, Sk(x))] .

Cộng hai bất đẳng thức cuối (vế theo vế), chúng ta thu được

⟨Sk(y)− y − Sk(x) + x, Sk(y)− Sk(x)⟩ ≤ αk [f(y, Sk(x))− f(y, Sk(y))

+ f(x, Sk(y))− f(x, Sk(x))] .

Do đó,

∥Sk(y)− Sk(x)∥2 ≤ ⟨y − x, Sk(y)− Sk(x)⟩+ αk [f(y, Sk(x))− f(y, Sk(y))
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+ f(x, Sk(y))− f(x, Sk(x))]

=
1

2

(
∥y − x∥2 + ∥Sk(y)− Sk(x)∥2 − ∥y − x− Sk(y) + Sk(x)∥2

)
+ αk [f(y, Sk(x))− f(y, Sk(y)) + f(x, Sk(y))− f(x, Sk(x))] .

(4.21)

Do f thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz, nên ta có

f(y, Sk(y))− f(x, Sk(y)) ≥ −f(x, y) +
r∑

i=1

⟨ᾱi(x, y), α̂i(y − Sk(y))⟩,

và

f(x, Sk(x))− f(y, Sk(x)) ≥ −f(y, x) +
r∑

i=1

⟨ᾱi(y, x), α̂i(x− Sk(x))⟩.

Sử dụng tính β−đơn điệu mạnh của f và cộng hai bất đẳng thức cuối với nhau,

chúng ta thu được

f(y, Sk(y))− f(x, Sk(y)) + f(x, Sk(x))− f(y, Sk(x))

≥ −f(x, y)− f(y, x) +
r∑

i=1

⟨ᾱi(x, y), [α̂i(y − Sk(y))− α̂i(x− Sk(x))]⟩

≥ β∥y − x∥2 −
r∑

i=1

∥ᾱi(x, y)∥∥α̂i(y − Sk(y))− α̂i(x− Sk(x))∥

≥ β∥y − x∥2 −
r∑

i=1

LiKi∥y − x∥∥y − Sk(y)− x+ Sk(x)∥

= β∥y − x∥2 − κ∥y − x∥∥y − Sk(y)− x+ Sk(x)∥. (4.22)

Bằng cách kết hợp (4.21) và (4.22), ta có

∥y − x∥2 ≥ ∥Sk(y)− Sk(x)∥2 + ∥Sk(y)− Sk(x)− y + x∥2

+ 2αk
(
β∥y − x∥2 − κ∥y − x∥∥y − Sk(y)− x+ Sk(x)∥

)
≥ ∥Sk(y)− Sk(x)∥2 + (∥y − Sk(y)− x+ Sk(x)∥ − αkκ∥y − x∥)2

+ αk(2β − αkκ
2)∥y − x∥2

≥ ∥Sk(y)− Sk(x)∥2 + αk(2β − αkκ
2)∥y − x∥2.

Từ đó suy ra,

∥Sk(y)− Sk(x)∥2 ≤ [1− αk(2β − αkκ
2)]∥y − x∥2
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và do đó

∥Sk(y)− Sk(x)∥ ≤ Λk∥y − x∥ ≤ (1− ταk)∥y − x∥, ∀x, y ∈ C.

Bất đẳng thức cuối được suy ra từ điều kiện (4.7). Vậy ta có Khẳng định 4.3.

Khẳng định 4.4. Tồn tại số thực (phụ thuộc vào x∗) M̄(x∗) > 0 và số tự nhiên

dương k0 sao cho

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥xk − yk∥2

]
+
αk
τ
M̄(x∗)2, ∀k ≥ k0.

Thật vậy, áp dụng Bổ đề 1.5 cho các dữ liệu sau:

X := C, Y := C, G(x) := C, ∀x ∈ C,

y := αk, W (x, y) := −αkf(x∗, x)−
1

2
∥x− x∗∥2,

chúng ta thu được

M(αk) = argmax{W (x, αk) : x ∈ C}

= argmin

{
αkf(x

∗, x) +
1

2
∥x− x∗∥2 : x ∈ C

}
= {Sk(x∗)}.

Khi đó,M liên tục và lim
k→∞

Sk(x∗) = x∗. Do f liên tục trên C, bởi vậy lim
k→∞

f(x∗, Sk(x∗)) =

f(x∗, x∗) = 0. Theo giả thiết (D3), tồn tại hằng số M̄(x∗) > 0 và số nguyên dương

k0 sao cho

|f(x∗, Sk(x∗))| ≤ M̄(x∗)∥Sk(x∗)− x∗∥, ∀k ≥ k0.

Bằng cách tương tự như (4.13) với xk+1 := Sk(x∗), yk := x∗ và x := x∗, chúng ta

cũng thu được

−αkf(x∗, Sk(x∗)) + ⟨Sk(x∗)− x∗, x∗ − Sk(x
∗)⟩ ≥ 0, k ≥ k0,

trong đó f(x∗, x∗) = 0, và do đó

∥Sk(x∗)− x∗∥2 ≤ αk[−f(x∗, Sk(x∗))] ≤ αkM̄(x∗)∥Sk(x∗)− x∗∥, ∀k ≥ k0.

Kéo theo

∥Sk(x∗)− x∗∥ ≤ αkM̄(x∗), ∀k ≥ k0.
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Tiếp theo, sử dụng tính co của Sk và bất đẳng thức tam giác, với mỗi k ≥ k0 ta

có

∥xk+1 − x∗∥ = ∥Sk(yk)− x∗∥

= ∥Sk(yk)− Sk(x
∗) + [Sk(x

∗)− x∗]∥

≤ ∥Sk(yk)− Sk(x
∗)∥+ ∥Sk(x∗)− x∗∥

≤ (1− ταk)∥yk − x∗∥+ αkM̄(x∗). (4.23)

Kết hợp điều này với Khẳng định 4.1, dẫn đến

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ [(1− ταk)∥yk − x∗∥+ αkM̄(x∗)]2

=

[
(1− ταk)∥yk − x∗∥+ ταk

(
1

τ
M̄(x∗)

)]2
≤ (1− ταk)∥yk − x∗∥2 + αk

τ
M̄(x∗)2

≤ (1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥xk − yk∥2

]
+
αk
τ
M̄(x∗)2.

Vậy Khẳng định 4.4 được chứng minh.

Khẳng định 4.5. Nếu tồn tại giới hạn A = lim
k→∞

∥xk − x∗∥2 < ∞, thì ta có các

khẳng định sau :

(4.5a) lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0;

(4.5b) Hai dãy {xk} và {yk} cùng hội tụ về điểm x̄ ∈ Sol(C,G).

Thật vậy, từ Khẳng định 4.4, suy ra

∥yk − xk∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 + αk
τ
M̄(x∗)2.

Do lim
k→∞

αk = 0 và A = lim
k→∞

∥xk − x∗∥2 <∞, kéo theo

lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0.

Khẳng định (4.5a) được chứng minh. Mặt khác, từ (4.14), yk là nghiệm duy nhất

của bài toán bất đẳng thức biến phân với ánh xạ giá đơn điệu mạnh xác định

bởi: x 7−→ (Q+ ηI)x+ q− ηxk trong đó I là ánh xạ đơn vị, suy ra yk cũng là điểm

bất động duy nhất của ánh xạ chiếu PC

{
x− 1

η [(Q+ ηI)x+ q − ηxk]
}
. Dưới các

điều kiện η > 0 và η > −τ1(Q) với mọi k ≥ 0, chúng ta có

yk = PC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}
. (4.24)
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Từ (4.24), suy ra

∥yk+1 − yk∥ =
∥∥∥PC

{
yk+1 − 1

η

[
(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1

]}
− PC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}∥∥∥
≤
∥∥∥∥yk+1 − 1

η

[
(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1

]
− yk

+
1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]∥∥∥∥
≤ ∥Q∥

η
∥yk+1 − yk∥+ ∥xk+1 − xk∥.

Do đó,

∥yk+1 − yk∥ ≤ η

η − ∥Q∥
∥xk+1 − xk∥. (4.25)

Để ý rằng, từ điều kiện (4.5) và κ > β của (D2), suy ra η >
κ2∥Q∥
β2 > ∥Q∥. Sử

dụng Khẳng định 4.3, xk ∈ C và xk+1 = PC [yk − µαkF (yk)], chúng ta thu được

xk = PC(xk) và

∥xk+1 − xk∥ =
∥∥PC [y

k − µαkF (y
k)]− PC(x

k)
∥∥

≤
∥∥yk − µαkF (y

k)− xk
∥∥

≤
∥∥yk − xk

∥∥+ µαk∥F (yk)∥.

Cho qua giới hạn với k → ∞, sử dụng tính bị chặn của {yk} và Khẳng định (4.5a),

dẫn đến

lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0.

Theo (4.25), chúng ta cũng có

lim
k→∞

∥yk+1 − yk∥ = 0.

Kết hợp (4.24) và tính không giãn của PC , ta có∥∥∥∥yk − PC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥
=

∥∥∥∥PC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}
− PC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]
− yk +

1

η
(Qyk + q)

∥∥∥∥
= ∥yk − xk∥. (4.26)
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Từ lim
k→∞

∥yk − xk∥ = 0 và (4.26), suy ra

lim
k→∞

∥∥∥∥yk − PC [y
k − 1

η
(Qyk + q)]

∥∥∥∥ = 0.

Với mỗi ϵ > 0, tồn tại số k0 ∈ N∗ := {1, 2, . . .} sao cho∥∥∥∥yk − PC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥ ≤ ϵ, ∀k ≥ k0.

Theo Bổ đề 1.6, tồn tại l > 0 sao cho

d(yk,Sol(C,G)) ≤ l

∥∥∥∥yk − PC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥ , ∀k ≥ k0

≤ l∥yk − xk∥

→ 0 khi k → ∞.

Trong đó bất đẳng thức cuối có được từ (4.26). Do Sol(C,G) là tập đóng, khác

rỗng, nên tồn tại điểm zk ∈ Sol(C,G) sao cho d(yk,Sol(C,G)) = ∥yk − zk∥. Điều
này dẫn tới lim

k→∞
∥yk − zk∥ = 0. Sử dụng (4.24), tính không giãn của PC và

yk+1 = PC

{
yk+1 − 1

η
[(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1]

}
,

chúng ta thu được

∥zk+1 − zk∥ ≤ ∥zk+1 − yk+1∥+ ∥yk+1 − yk∥+ ∥yk − zk∥

= ∥zk+1 − yk+1∥+
∥∥∥PC

{
yk+1 − 1

η
[(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1]

}
− PC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}∥∥∥+ ∥yk − zk∥

≤ ∥zk+1 − yk+1∥+
∥∥∥yk+1 − 1

η

[
(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1

]
− yk

+
1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

] ∥∥∥+ ∥yk − zk∥

= ∥zk+1 − yk+1∥+
∥∥∥− 1

η
Q(yk+1 − yk) + (xk+1 − xk)

∥∥∥+ ∥yk − zk∥

≤ ∥zk+1 − yk+1∥+ ∥Q∥
η

∥yk+1 − yk∥+ ∥xk+1 − xk∥+ ∥yk − zk∥

→ 0 khi k → ∞.

Ở đó bất đẳng thức cuối có được từ tính bị chặn của {yk} và {xk}, lim
k→∞

∥yk−xk∥ =

lim
k→∞

∥yk − zk∥ = 0 và lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0.
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Do G giả đơn điệu nên tập nghiệm Sol(C,G) chỉ bao gồm một thành phần liên

thông chính là Sol(C,G). Kết hợp Bổ đề 1.7 và lim
k→∞

∥zk+1 − zk∥ = 0, dẫn đến tồn

tại số k0 > 0 và hằng số c sao cho

zk ∈ Sol(C,G) và f0(z
k) = c, ∀k ≥ k0, (4.27)

trong đó hàm số f0 được cho trong (4.3). Sử dụng lim
k→∞

∥yk−xk∥ = lim
k→∞

∥yk−zk∥ =

0 và (4.27), suy ra tồn tại số thực f∗ là cực tiểu của bài toán min{f0(x) : x ∈ C}
thỏa mãn lim

k→∞
f0(xk) = f∗. Từ sự hội tụ của {xk}, dẫn đến tồn tại x̄ ∈ Sol(C,G)

và lim
k→∞

∥xk − x̄∥ = 0. Do đó, cả hai dãy {xk} và {yk} hội tụ về cùng một điểm

x̄ ∈ Sol(C,G). Như vậy, Khẳng định (4.5b) cũng được chứng minh.

Khẳng định 4.6. Các dãy {xk} và {yk} cùng hội tụ về nghiệm x∗ của bài toán

(4.1).

Thật vậy, ta đặt ak = ∥xk − x∗∥2 và xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1. Tồn tại k0 ∈ N sao cho ak+1 ≤ ak với mọi k ≥ k0. Trong trường hợp

này, giới hạn của dãy {∥xk−x∗∥2} tồn tại và lim
k→∞

∥xk−x∗∥2 = A <∞. Theo Khẳng

định 4.5, ta có lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0, {xk} và {yk} cùng hội tụ về x̄ ∈ Sol(C,G). Từ

tính đơn điệu mạnh của f , ta có f(x∗, xk+1) + β∥xk+1 − x∗∥2 ≤ −f(xk+1, x∗). Điều

này cùng với Khẳng định 4.4 suy ra

lim
k→∞

f(x∗, xk+1) = f(x∗, x̄) ≥ 0

và do đó,

lim
k→∞

[−f(xk+1, x∗)] ≥ βA.

Mặt khác, từ chứng minh của lim
k→∞

∥xk+1 − yk∥ = 0, chúng ta thu được

lim
k→∞

[−f(yk, x∗)] = lim
k→∞

[−f(yk, x∗) + f(yk, xk+1)] ≥ βA.

Bây giờ ta sẽ chỉ ra A = 0. Để ý rằng A ≥ 0. Giả sử rằng ta chỉ có A > 0. Khi đó,

tồn tại k1 > k0 sao cho

−f(yk, x∗) + f(yk, xk+1) ≥ βA

2
, ∀k ≥ k1.

Với mỗi k ≥ k1, từ Khẳng định 4.1 và Khẳng định 4.2 suy ra

βAαk ≤ 2αk
[
−f(yk, x∗) + f(yk, xk+1)

]
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≤ −2⟨xk+1 − yk, xk+1 − x∗⟩

= ∥yk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 − ∥yk − xk+1∥2

≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2.

Do đó

βA

k∑
i=k1

αi ≤ ∥xk1 − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 <∞, ∀k ≥ k1.

Điều này mâu thuẫn với giả thiết
∞∑
i=1

αi = +∞. Như vậy, chúng ta có A = 0. Mà

lim
k→∞

∥yk − xk∥ = 0, nên các dãy {xk} và {yk} cùng hội tụ về nghiệm x∗ của bài

toán (4.1).

Trường hợp 2. Giả sử rằng với mọi số tự nhiên m, tồn tại số tự nhiên k sao cho

k ≥ m và ak < ak+1. Theo Bổ đề 1.3, tồn tại dãy không giảm {τ(k)} của N sao

cho lim
k→∞

τ(k) = ∞ và thỏa mãn

aτ(k) ≤ aτ(k)+1, ak ≤ aτ(k)+1, ∀k ≥ m. (4.28)

Theo Khẳng định 4.2 và (4.16), ta có

f(yk, xk+1)− f(yk, x∗) ≤ −1
αk

⟨xk+1 − yk, xk+1 − x∗⟩

=
1

2αk

[
∥yk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 − ∥yk − xk+1∥2

]
. (4.29)

Từ tính đơn điệu mạnh của f , suy ra

f(yk, x∗) + f(x∗, yk) ≤ −β∥yk − x∗∥2. (4.30)

Cộng (4.29) và (4.30), chúng ta thu được

ak+1 = ∥xk+1 − x∗∥2

≤ (1− 2αkβ)∥yk − x∗∥2 − 2αk
[
f(yk, xk+1) + f(x∗, yk)

]
≤ (1− 2αkβ)∥xk − x∗∥2 − 2αk

[
f(yk, xk+1) + f(x∗, yk)

]
.

Kết hợp điều này với (4.28), ta có

aτ(k)+1 ≤ (1− 2ατ(k)β)∥xτ(k) − x∗∥2 − 2ατ(k)

[
f(yτ(k), xτ(k)+1) + f(x∗, yτ(k))

]
≤ (1− 2ατ(k)β)aτ(k)+1 − 2ατ(k)

[
f(yτ(k), xτ(k)+1) + f(x∗, yτ(k))

]
,



104

và do đó,

aτ(k)+1 ≤
−1
β

[
f(yτ(k), xτ(k)+1) + f(x∗, yτ(k))

]
. (4.31)

Từ Khẳng định 4.4, ta có

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2

]
+
αk
τ
M̄(x∗)2

≤ (1− ταk)∥xk − x∗∥2 + ταk
M̄(x∗)2

τ2
(4.32)

≤ max

{
∥xk − x∗∥2, M̄(x∗)2

τ2

}
≤ · · ·

≤ max

{
∥x0 − x∗∥2, M̄(x∗)2

τ2

}
.

suy ra dãy {xk} bị chặn. Do {aτ(k)} không giảm kết hợp với tính bị chặn của {xk}
dẫn đến tồn tại giới hạn

B = lim
k→∞

aτ(k) < +∞.

Cũng từ Khẳng định 4.4, chúng ta có lim
k→∞

∥xτ(k) − yτ(k)∥ = 0 và {yτ(k)} cũng hội

tụ về x̄. Theo Khẳng định 4.5, lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − yτ(k)∥ = 0, chúng ta cũng có

lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − x̄∥ = 0 và lim
k→∞

f(yτ(k), xτ(k)+1) = f(x̄, x̄) = 0.

Cho qua giới hạn trong (4.31) và sử dụng f(x∗, x̄) ≥ 0, chúng ta thu được

lim
k→∞

aτ(k)+1 = 0. Mà 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1 (theo (4.28)), suy ra lim
k→∞

ak = 0.

Định lý 4.1 được chứng minh xong. ■

4.3 Sai số thuật toán

Trong trường hợp f là song hàm và tập C tổng quát, bài toán (4.10) bao gồm

nhiều loại bài toán tối ưu cổ điển trong thực tế, chẳng hạn như: Bài toán tối ưu

trên tập đồ thị, tối ưu mạng, quy hoạch nón, quy hoạch hình học, quy hoạch lồi

đơn điệu, điều khiển dự đoán mô hình . . . Hiện này, có nhiều phương pháp tối ưu

đã được áp dụng cho bài toán (4.10) như: Phương pháp điểm trong, phương pháp

hướng giảm và hướng giảm nhanh, phương pháp giảm có điều kiện, phương pháp

tách, phương pháp tọa độ gốc và phương pháp kiểu hướng giảm ngẫu nhiên. Tuy

nhiên, việc giải bài toán phụ (4.10) để tìm nghiệm chính xác là một việc không

dễ. Chính vì vậy, một số phương pháp xấp xỉ giải bài toán phụ trên với những
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cải tiến hợp lý đã được đề xuất [6, 29, 46, 54, 82, 92]. Điều kiện dừng cho Thuật

toán 4.1 như sau:∥∥∥∥yk − argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}∥∥∥∥ ≤ ϵ, (4.33)

và ∥∥∥∥xk+1 − argmin

{
αf(yk, y) +

1

2
∥y − yk∥2 : y ∈ C

}∥∥∥∥ ≤ ϵ. (4.34)

Với mỗi χ > 0, ký hiệu χ−tập nghiệm của bài toán (4.1) là Solχ. Khi đó, Solχ =

{xk : ∥xk+1 − xk∥ ≤ χ}. Đặtŷk = argmin
{
1
2⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2∥x− xk∥2 : x ∈ C
}

x̂k+1 = argmin
{
αf(ŷk, y) + 1

2∥y − ŷk∥2 : y ∈ C
}
.

Mục đích chính của chúng tôi trong mục này là nghiên cứu sự hội tụ của các

dãy lặp xấp xỉ (4.33)-(4.34). Giả sử rằng, tồn tại σ > 0 và δ > 0 sao cho

C ⊆ B(x∗, σ), f(C,C) := {f(x, y) : x, y ∈ C} ⊆ B(0, δ). (4.35)

Ta chọn các tham số thỏa mãn điều kiện (4.5) và0 < ϵ < ϵ̄, ϵ̄2 > 2α(δ + κσ) + ϵ2(1 + Λ)2

Γη :=
ηϵ̄2

η+2τ1(Q)
+ 2τ1(Q)σ2

η−2τ1(Q)
− 2α(δ + κσ)− ϵ2(1 + Λ)2 > 0.

(4.36)

Để ý rằng lim
η→∞

Γη = ϵ̄2 − 2α(δ + κσ) − ϵ2(1 + Λ)2 > 0, bởi vậy, tồn tại tham số

η > 0 sao cho điều kiện (4.36) được thỏa mãn.

Ta có định lý sau:

Định lý 4.2. Giả sử rằng các điều kiện (D1)− (D2), (4.5)-(4.8), (4.35) và (4.36)

được thỏa mãn. Cùng với các giả thiết sau

(i) αδ ≤ ϵ2,

(ii) tồn tại số nguyên dương K sao cho K > 4σ2

Γη
,

(iii) các dãy {xk} và {yk} được định nghĩa bởi (4.33)-(4.34).

Khi đó, tồn tại số nguyên j ∈ [0, K] sao cho

(a) ∥xj − yj∥ ≤ 2ϵ̄;
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(b) ∥xi − yi∥ > 2ϵ̄ với mọi i = 0, 1, . . . , j − 1;

(c) xj ∈ Solϵ, trong đó ϵ := 2ϵ̄+ 3ϵ.

Chứng minh. Với mỗi chỉ số i ≥ 0, ta đặt

x̄i+1 = argmin

{
αf(yi, y) +

1

2
∥y − yi∥2 : y ∈ C

}
.

Theo Khẳng định 4.3 trong chứng minh Định lý 4.1, chúng ta có

∥x̂i+1 − x̄i+1∥ ≤ Λ∥ŷi − yi∥ ≤ Λϵ.

Kết hợp điều này với (4.34), chúng ta thu được

∥xi+1 − x̂i+1∥ ≤ ∥xi+1 − x̄i+1∥+ ∥x̄i+1 − x̂i+1∥ ≤ ϵ(1 + Λ). (4.37)

Bởi (4.35) và f thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz, ta có

f(ŷi, x∗)− f(ŷi, x̂i+1) ≤ f(x̂i+1, x∗) + κ∥ŷi − x̂i+1∥2 + κ∥x̂i+1 − x∗∥2

≤ δ + κ∥ŷi − x̂i+1∥2 + κσ2. (4.38)

Từ (4.16) và (4.13), suy ra

2⟨x̂i+1 − ŷi, x̂i+1 − x∗⟩ = ∥x̂i+1 − x∗∥2 + ∥x̂i+1 − ŷi∥2 − ∥ŷi − x∗∥2

≤ 2α
[
f(ŷi, x∗)− f(ŷi, x̂i+1)

]
. (4.39)

Như trong (4.17), chúng ta cũng có

∥ŷi − x∗∥2 ≤ η

η + 2τ1(Q)
∥xi − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2.

Từ bất đẳng thức trên, (4.39), (4.38) và xi ∈ C ⊆ B(x∗, σ), ta có

∥x̂i+1 − x∗∥2

≤ ∥ŷi − x∗∥2 − ∥x̂i+1 − ŷi∥2 + 2α[f(ŷi, x∗)− f(ŷi, x̂i+1)]

≤ η

η + 2τ1(Q)
∥xi − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2 − ∥x̂i+1 − ŷi∥2

+ 2α[f(ŷi, x∗)− f(ŷi, x̂i+1)]

= ∥xi − x∗∥2 + −2τ1(Q)
η + 2τ1(Q)

∥xi − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2 − ∥x̂i+1 − ŷi∥2

+ 2α[f(ŷi, x∗)− f(ŷi, x̂i+1)]
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≤ ∥xi − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2 − (1− 2ακ)∥x̂i+1 − ŷi∥2

+ 2α(δ + κσ)

≤ ∥xi − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2 + 2α(δ + κσ).

Tiếp theo, sử dụng (4.37), ta thu được

∥xi+1 − x∗∥2 ≤ ∥xi+1 − x̂i+1∥2 + 2∥xi+1 − x̂i+1∥∥x̂i+1 − x∗∥+ ∥x̂i+1 − x∗∥2

≤ ϵ2(1 + τ)2 + 2ϵ(1 + τ)σ + ∥x̂i+1 − x∗∥2

≤ ∥xi − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xi − ŷi∥2

+ 2α(δ + κσ) + ϵ2(1 + Λ)2 + 2ϵ(1 + Λ)σ. (4.40)

Bây giờ, chúng tôi sẽ chỉ ra rằng tồn tại j ∈ [0, K] sao cho ∥xj − yj∥ ≤ 2ϵ̄.

Giả sử ngược lại:

∥xi − yi∥ > 2ϵ̄, ∀i = 0, 1, . . . , K.

Từ (4.36), chúng ta có

ϵ̄ < 2ϵ̄− ϵ < ∥xi − yi∥ − ∥ŷi − yi∥ ≤ ∥ŷi − xi∥.

Áp dụng (4.40) suy ra

∥xi+1 − x∗∥2

≤ ∥xi − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− ηϵ̄2

η + 2τ1(Q)
+ 2α(δ + κσ) + ϵ2(1 + Λ)2 + 2ϵ(1 + Λ)σ

≤ ∥xi − x∗∥2 − Γη. (4.41)

Khi xi ∈ C ⊆ B(x∗, σ), (4.41) dẫn tới

4σ2 ≥
(
∥x0 − x∗∥+ ∥xK − x∗∥

)2
≥ (∥x0 − x∗∥+ ∥xK − x∗∥)(∥x0 − x∗∥ − ∥xK − x∗∥)

= ∥x0 − x∗∥2 − ∥xK − x∗∥2

=
K−1∑
i=0

(
∥xi − x∗∥2 − ∥xi+1 − x∗∥2

)
≥ KΓη.

Điều này suy ra rằng K ≤ 4σ2

Γη
, ta thấy mâu thuẩn với giả thiết (ii). Như vậy, tồn

tại số nguyên j ∈ [0, K] sao cho (a) và (b) đúng. Bằng cách lý luận tương tự như

trong (4.19), chúng ta cũng có bất đẳng thức sau

⟨ŷj − αjŵ
j − x̂j+1, x− x̂j+1⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C,
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trong đó ŵj ∈ ∂f(ŷj , ·)(x̂j+1). Bằng cách thay x := ŷj ∈ C, sử dụng f(ŷj , ŷj) = 0

và định nghĩa của dưới vi phân ŵj, chúng ta thu được

∥ŷj − x̂j+1∥2 ≤ α⟨ŵj , ŷj − x̂j+1⟩ ≤ α[f(ŷj , ŷj)− f(ŷj , x̂j+1)]

= −αf(ŷj , x̂j+1) ≤ αδ ≤ ϵ2.

Do (4.33) và kết luận (a), ta có

∥ŷj − xj∥ ≤ ∥ŷj − yj∥+ ∥yj − xj∥ ≤ ϵ+ 2ϵ̄,

và do đó

∥xj+1 − xj∥ ≤ ∥x̂j+1 − xj∥+ ∥x̂j+1 − xj+1∥

≤ ∥x̂j+1 − ŷj∥+ ∥ŷj − xj∥+ ∥x̂j+1 − xj+1∥

≤ 3ϵ+ 2ϵ̄.

Như vậy, xj là một ϵ− nghiệm của bài toán (4.1). Tức là, xj ∈ Solϵ. ■

4.4 Một số tính toán số minh họa

Ví dụ 4.1. Lấy H = l2 = {{xk} ⊂ R :
∞∑
k=1

x2k <∞} với tích vô hướng

⟨x, y⟩ =
∞∑
k=1

xkyk, ∀x, y ∈ H.

Xét song hàm f : H×H → R được xác định bởi

f(x, y) = ⟨U(x), y − x⟩,

trong đó U là ánh xạ đồng nhất từ H vào H. Dễ thấy U là ánh xạ đơn điệu mạnh

và liên tục Lipschitz trên H (xem [12]). Do đó song hàm f cũng đơn điệu mạnh

và liên tục Lipschitz.

Tiếp theo là các ví dụ minh họa số cho Thuật toán 4.1, đồng thời so sánh

kết quả với một số thuật toán trước đó. Các tính toán được thực hiện bởi Matlab

R2021b chạy trên Laptop Intel(R) Core(TM) i5-3110M CPU@2.40GHz 2.40GHz

4Gb RAM.
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Ví dụ 4.2. Chúng tôi xét bài toán (4.1) trong không gian Rn với n = 10, song

hàm f : Rn ×Rn → R được cho trong [88, Ví dụ 3] như sau:

f(x, y) = ⟨F (x), y − x⟩,

trong đó,

F (x) = (arctan(x1), arctan(x2), . . . , arctan(xn))
⊤
+ Ex+ e,

và

E =



5 −1 0 . . . 0 0

−1 5 −1 . . . 0 0

0 −1 5 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 5 −1
0 0 0 . . . −1 5


n×n

, e =



2− n
2

4− n
2

6− n
2

...
3n
2 − 2
3n
2


∈ Rn.

Theo định lý giá trị trung bình cổ điển và ∇ arctan(t) = 1
1+t2

với mọi t ∈ R, dẫn
đến tồn tại ci ∈ (xi, yi) ⊆ (a(i), b(i)) sao cho∣∣ arctan(xi)− arctan(yi)

∣∣ = 1

1 + c2i
|xi − yi|

≤ 1

1 +max{b2(i) : i = 1, 2, . . . , n}
|xi − yi|.

Từ đó suy ra

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L∥y − x∥, ∀x, y ∈ Rn,

trong đó L := ∥E∥+ 1
1+16.72

= 3.9226.

Lại có

f(x, y) + f(y, z)− f(x, z) = ⟨F (x), y − x⟩+ ⟨F (y), z − y⟩ − ⟨F (x), z − x⟩

= ⟨F (x)− F (y), y − z⟩

= ⟨ᾱ(x, y), α̂(y − z)⟩,

trong đó ᾱ(x, y) := F (x) − F (y) và α̂(y − z) := y − z, với mọi x, y ∈ Rn, dễ thấy

ᾱ(x, y) + ᾱ(y, x) = 0, ∥ᾱ(x, y)∥ = ∥F (x) − F (y)∥ ≤ L∥x − y∥ và ∥α̂(x) − α̂(y)∥ ≤
∥x− y∥. Do đó, f thỏa mãn điều kiện liên tục kiểu Lipschitz với các hằng số L và

K := 1.
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Gọi C = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b} và G : Rn → Rn được cho bởi G(x) = Qx+ q, trong

đó

a =(1, 2, 3, 3.7, 4.8, 12.7, 6.9, 8.2, 7, 2)⊤ ∈ Rn,

b =(5, 7, 11, 7, 5.5, 15, 8.8, 9.0, 10.2, 17)⊤ ∈ Rn,

ma trận Q và véc tơ q được chọn một cách ngẫu nhiên như sau:

Q =



9 1 −2 0 . . . 0 −10
1 −5 7 0 . . . 0 −7
−2 7 6 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 6 3

−10 −7 0 0 . . . 3 −9


n×n

, q =



n
2

n
3

n
4
...
n
10

n
11


∈ Rn.

Khi đó, giá trị riêng nhỏ nhất và lớn nhất của Q,E là τ1(Q) = −9.5777, τ2(Q) =
10.1999 và τ1(E) = 3.0810, τ2(E) = 6.9190, tương ứng. Do ∇ arctan(t) = 1

1+t2
với

mọi t ∈ R, từ đó dễ dàng suy ra được F là đơn điệu mạnh trên C với hằng số

β = 0.0810 + 1
max{b(i):i=1,2,...,n} = 0.1409.

Chúng ta lấy αk = 1
2k+30 , η = 210. Khi đó, các điều kiện áp lên tham số (4.5)

được thỏa mãn. Với độ chính xác ϵ = 10−3, chúng tôi thu được kết quả tính toán

trong Hình 4.1 và Bảng 4.1.

Nghiệm xấp xỉ thu được sau 25 bước lặp là:

x25 = (1.0391, 2.0000, 3.0000, 3.7000, 4.8000, 12.7000, 6.9000, 8.2000, 7.0000, 2.0000)⊤.

Ví dụ 4.3. Xét song hàm f : Rn×Rn → R của mô hình cân bằng Nash-Cournot

trong [75]

f(x, y) = ⟨F (x) + Py + p, y − x⟩, (4.42)

trong đó A là ma trận n× n , B là ma trận phản đối xứng n× n , D là ma trận

đường chéo n×n, ma trận P = AA⊤+B+D (trong [47]) và p là một véc tơ thuộc

Rn.

Chọn ξ > 1 + ∥P∥ và ánh xạ F được cho bởi

F (x) = (ξx1 + ξx2 + sin(x1),−ξx1 + ξx2 + sin(x2), (ξ − 1)x3, . . . , (ξ − 1)xn)
⊤
.
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Hình 4.1: Sự hội tụ của dãy {xk} trong Ví dụ 4.2

Lấy n = 7, C = [a, b], a = (0, 0, . . . , 0)⊤, b = (1, 2, . . . , n)⊤, ma trận Q và véctơ q

được cho như sau

Q =



0 0 0 . . . 0

0 2 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1 + (−1)n


n×n

, q =


2n2+1
n+2

2n2+2
n+3
...

n

 ∈ Rn.

Khi đó,

∥F (x)− F (y)∥2

= [ξ(x1 − y1) + ξ(x2 − y2) + (sinx1 − sin y1)]
2+

+ [ξ(y1 − x1) + ξ(x2 − y2) + (sinx2 − sin y2)]
2 + (ξ − 1)2

n∑
i=3

(xi − yi)
2

≤ [(ξ + 1)|x1 − y1|+ ξ|x2 − y2|]
2
+ [ξ|x1 − y1|+ (ξ + 1)|x2 − y2|]

2
+

+ (ξ − 1)2
n∑

i=3

(xi − yi)
2

≤ (2ξ2 + 2ξ + 1)(x1 − y1)
2 + (2ξ2 + 2ξ + 1)(x2 − y2)

2 + (ξ − 1)2
n∑

i=3

(xi − yi)
2
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Test Prob. η αk No. Iter. CPU-Times/sec

1 200 1
k+10 25 2.7031

2 200 1
2k+15 27 2.9688

3 250 1
3k+10 24 2.7031

4 250 1
5k+20 29 3.0313

5 350 1
5k+100 40 4.4063

6 400 1
9k+10 39 3.6563

7 500 1
8k+50 55 5.5313

8 600 1
5k+20 67 7.3594

9 700 1
k+5 60 5.7344

10 750 1
10k+30 80 8.2031

Bảng 4.1: Ví dụ 4.2 với các tham số khác nhau.

≤ (2ξ2 + 2ξ + 1)∥x− y∥2,

và do vậy

f(x, y) + f(y, z)− f(x, z)

= ⟨F (x) + Py + p, y − x⟩+ ⟨F (y) + Pz + p, z − y⟩ − ⟨F (x) + Pz + p, z − x⟩

= ⟨F (x)− F (y), y − z⟩+ ⟨y − x, P (y − z)⟩

= ⟨ᾱ1(x, y), α̂1(y − z)⟩+ ⟨ᾱ2(x, y), α̂2(y − z)⟩,

trong đó ᾱ1(x, y) := F (x)−F (y), α̂1(y−z) := y−z, ᾱ2(x, y) := y−x và α̂2(y−z) :=
P (y − z). Đặt

L1 =
√

2ξ2 + 2ξ + 1, L2 = 1, K1 = 1, K2 = ∥P∥.

Khi đó, song hàm f liên tục kiểu Lipschitz với hằng số M = L1K1+L2K2 và đơn

điệu mạnh với hằng số β = ξ − 1 − ∥Q∥, G đơn điệu trên Rn với τ1(Q) = 0 và

τ2(Q) = 2.

Bây giờ, chúng tôi so sánh sự hội tụ của Thuật toán 4.1 với các Thuật toán

SPA [17] và SEA [10], trong đó ánh xạ giá G phải yêu cầu tính chất đơn điệu, hay

Q là nửa xác định dương. A,B, p được tạo ra ngẫu nhiên từ (−3, 3) và ξ = 7+∥Q∥,
D được tạo ra ngẫu nhiên từ (0, 1), Chúng tôi sử dụng các lệnh trong Matlab
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Toolbox để tạo như sau:

A = 6 ∗ rand(n, n)− 3, B = skewdec(n, 1),

D = diag(1 : n), Q̄ = A ∗ transpose(A) +B +D.

Bên cạnh đó, chúng tôi chọn điểm xuất phát x0 = a+b
2 , sai số ϵ = 10−3, các tham

số và dữ liệu cho mỗi thuật toán như sau:

Thuật toán 4.1:

− Các tham số: η = 200, αk =
1

5k+100 ;

− Điều kiện dừng: ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ.

Thuật toán SEA:

− Dữ liệu: c1 = c2 =
1
2(L1K1 + L2K2) =

1
2(
√
2(2ξ2 + 2ξ + 1) + ∥Q∥), S = 2c1,

g(x, y) = ⟨Qx+ q, y − x⟩ for all x, y ∈ Rn, wk = Qxk + q.

− Tham số: λk = 0.01 + 1
k+7 , βk =

1
3k+20 và µ = 0.011;

− Điều kiện dừng: max{∥xk+1 − yk∥, ∥yk − xk∥} ≤ ϵ.

Thuật toán SPA:

− Dữ liệu: g := f đơn điệu mạnh và thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz, F đơn

điệu và liên tục Lipschitz;

− Tham số: λk =
1

(k+1)λ
, λ = 0.75, αk =

1
(k+1)α

, α = 1−λ
2 và µ = 5;

− Điều kiện dừng: ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ.

Kết quả so sánh của ba thuật toán được cho trong Bảng 4.2 với 10 dữ liệu ngẫu

nhiên khác nhau.
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Thuật toán 4.1 SPA SEA

Prob. No. Iter. CPU-Times/sec No. Iter. CPU-Times/sec No. Iter. CPU-Times/sec

1 21 2.6563 139 7.6406 1302 114.9844

2 23 2.8438 100 5.5313 392 35.9844

3 27 3.3906 179 9.7813 382 37.4688

4 6 0.5938 147 7.9375 309 30.8750

5 28 3.6094 205 11.2344 915 80.7031

6 22 2.7031 127 7.3281 169 16.9375

7 8 0.8281 155 8.1406 337 33.4844

8 22 2.9844 133 7.0469 124 12.7656

9 60 8.8594 284 16.6406 1038 90.4531

10 7 0.7188 306 17.5156 593 54.0625

Bảng 4.2: Kết quả so sánh của Thuật toán 4.1 với (SPA) và (SEA).

Từ kết quả chạy số của hai ví dụ trên, chúng tôi rút ra một số kết luận sau

� Tốc độ hội tụ của Thuật toán 4.1 là khá nhạy với các tham số η và α;

� Thời gian xử lý của CPU và số vòng lặp của thuật toán chúng tôi đề xuất

là ít hơn so với các Thuật toán SPA và SEA. Một điểm đáng chú ý nữa

trong thuật toán của chúng tôi đề xuất là tại mỗi bước lặp chúng tôi chỉ

cần giải một bài toán tối ưu lồi và một bài toán quy hoạch toàn phương,

điều này giúp cho việc chạy số dễ dàng hơn.

Kết luận Chương 4

Với sự kết hợp giữa nguyên lý bài toán phụ cho bài toán cân bằng và kỹ

thuật phân tích DC cho bài toán bất đẳng thức biến phân affine, trong chương

này, chúng tôi đề xuất một thuật toán mới giải bài toán cân bằng với ràng buộc

bất đẳng thức biến phân affine. Kết quả cụ thể thu được trong chương này như

sau:

(a) Xây dựng thuật toán nguyên lý bài toán phụ DC cho bài toán cân bằng

với tập ràng buộc là tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức affine. Dưới
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các điều kiện phù hợp chúng tôi cũng chỉ ra được sự hội tụ của dãy lặp về

nghiệm của bài toán (4.1).

(b) Chúng tôi cũng chỉ ra được rằng các dãy xấp xỉ với độ chính xác ϵ cho trước

sinh ra từ thuật toán cũng hội tụ về một điểm thuộc tập χ-nghiệm nào đó

thông qua Định lý 4.2.

(c) Lấy các ví dụ minh họa số cho thuật toán chúng tôi đề xuất. Ví dụ thứ

nhất cho kết quả nghiệm xấp xỉ sau 25 vòng lặp, ví dụ thứ hai chúng tôi

so sánh với các Thuật toán SPA và Thuật toán SEA. Kết quả trong bảng

4.2 cho thấy thuật toán chúng tôi đề xuất hiệu quả hơn về số vòng lặp và

thời gian tính toán.
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KẾT LUẬN

Luận án tập trung nghiên cứu đề xuất các thuật toán mới giải các lớp bài

toán cân bằng hai cấp. Các thuật toán mới được nghiên cứu dưa trên các phương

pháp chiếu tổng quát, chiếu dưới đạo hàm, nguyên lý bài toán phụ và các kỹ

thuật trong Lý thuyết tối ưu.

1. Những kết quả chính đã đạt được trong luận án:

� Thuật toán chiếu dưới đạo hàm xấp xỉ cho bài toán cân bằng đơn điệu

mạnh với ràng buộc cân bằng giả đơn điệu (thường được gọi là bài toán

cân bằng hai cấp đơn điệu). Thuật toán này được chúng tôi phát triển từ

thuật toán chiếu của P. Santos và cộng sự trong [82] cho bài toán cân bằng

giả đơn điệu. Ưu điểm của thuật toán chính là sự đơn giản trong tính toán

tại mỗi bước lặp. Kết quả này được thể hiện trong công trình [CT1].

� Thuật toán dưới đạo hàm tăng cường kết hợp với kỹ thuật kiểu quán tính

cho bài toán cân bằng với ràng buộc là giao của tập nghiệm bài toán cân

bằng giả đơn điệu với tập điểm bất động của các ánh xạ tiệm cận không

giãn và giả co chặt. Bằng việc sử dụng kỹ thuật kiểu quán tính các kết quả

thử nghiệm số đã chỉ ra rằng tốc độ hội tụ của thuật toán được cải thiện

đáng kể. Kết quả này được thể hiện trong công trình [CT4].

� Thuật toán đạo hàm tăng cường cho bài toán cân bằng với ràng buộc cân

bằng hỗn hợp. Thuật toán này còn được gọi là thuật toán chiếu hai lần

tổng quát được phát triển từ phương pháp đạo hàm tăng cường của G.M.

Korpelevich [56] cho bài toán tìm điểm yên ngựa. Tính hữu hiệu của nó đã

được chứng minh trong cả lý thuyết lẫn các ví dụ số. Kết quả này được thể

hiện trong công trình [CT2].

� Thuật toán nguyên lý bài toán phụ DC cho bài toán cân bằng với ràng buộc

bất đẳng thức biến phân affine. Như chúng ta đã biết, kỹ thuật phân tích
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hiệu hai hàm lồi được sử dụng rất hiệu quả cho bài toán quy hoạch không

lồi nói chung và bài toán quy hoạch toàn phương nói riêng. Dựa vào mối

liên hệ giữa bài toán bất đẳng thức biến phân affine và bài toán quy hoạch

toàn phương, chúng tôi áp dụng kỹ thuật phân tích DC kết hợp với nguyên

lý bài toán phụ và thu được một thuật giải rất hữu hiệu cho bài toán cân

bằng hai cấp. Kết quả này được thể hiện trong công trình [CT3].

� Một số tính toán minh họa cho thuật toán đề xuất trên, áp dụng cho mô

hình cân bằng kinh tế Nash-Cournot. So sánh kết quả với các thuật toán

đã được đề xuất trước đó.

2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Sau đây là các hướng mà chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu sau khi hoàn thành

luận án này.

� Cải thiện tốc độ cũng như thời gian tính toán của các thuật toán đã được

đề xuất bằng cách kết hợp với một số kỹ thuật như kỹ thuật quán tính, lặp

Halpern, lặp Mann, . . ..

� Nghiên cứu đánh giá tốc độ hội tụ của thuật toán, cách chọn tham số để

có được sự hội tụ tốt hơn.

� Nghiên cứu các thuật toán nhằm giảm nhẹ các điều kiện áp lên các song

hàm giá, đặc biệt là song hàm giá ở cấp thứ hai cũng như giảm số phép

chiếu lên tập ràng buộc C tại mỗi bước lặp của thuật toán.

� Mở rộng nghiên cứu phương pháp giải cho bài toán cân bằng nhiều cấp hơn

như ba cấp, bốn cấp, . . .
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