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MÐ ��U

T½nh thíi sü cõa �· t i luªn ¡n
Sâng trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi nh÷ sâng Rayleigh, sâng Stoneley,
sâng Scholte, sâng Lamb, sâng SH,... �÷ñc quan t¥m nghi¶n cùu tø l¥u
v¼ nhúng ùng döng to lîn cõa chóng trong nhi·u l¾nh vüc kh¡c nhau
cõa khoa håc v  cæng ngh», nh÷ �àa ch§n håc, dü b¡o �ëng �§t, ¥m håc,
khoa håc vªt li»u, cæng ngh» �i»n tû vi¹n thæng,....Câ mët sè l÷ñng r§t
lîn c¡c nghi¶n cùu �¢ �÷ñc thüc hi»n theo chõ �¶ n y. Google Scholar,
mët trong nhúng cæng cö t¼m ki¸m t i li»u khoa håc m¤nh nh§t tr¶n
internet, cho chóng ta hìn mët tri»u �÷íng link cho y¶u c¦u t¼m ki¸m
"Rayleigh waves", nh÷ Voloshin �¢ vi¸t.

Câ mët thüc t¸ r§t �¡ng chó þ l : trong h¦u h¸t c¡c nghi¶n cùu
�¢ �÷ñc thüc hi»n, mæi tr÷íng � n hçi �÷ñc gi£ thi¸t l  n²n �÷ñc.
Câ r§t ½t c¡c nghi¶n cùu d nh cho sâng truy·n trong c¡c mæi tr÷íng
� n hçi dà h÷îng khæng n²n �÷ñc. Nguy¶n nh¥n l , �º mæ t£ �i·u
ki»n khæng n²n �÷ñc c¦n sû döng th¶m mët ©n h m mîi, �â l  ¡p su§t
thõy t¾nh. K¸t qu£, sè ©n c¦n t¼m cõa b i to¡n �ëng cõa lþ thuy¸t � n
hçi khæng n²n �÷ñc nhi·u hìn (mët) so vîi sè ©n c¦n t¼m cõa b i to¡n
�ëng �èi vîi mæi tr÷íng � n hçi n²n �÷ñc.

Ng y nay, c¡c vªt li»u � n hçi khæng n²n �÷ñc dà h÷îng nh÷: vªt
li»u tüa cao su (rubber-like materials), vªt li»u sinh håc (biological
materials) �ang �÷ñc sû döng ng y c ng rëng r¢i trong nhi·u l¾nh vüc
khoa håc, cæng ngh» kh¡c nhau. Do vªy, nghi¶n cùu t¼m ra c¡c �°c
tr÷ng truy·n cõa c¡c sâng trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi khæng
n²n �÷ñc dà h÷îng câ t½nh thîi sü cao, h¸t sùc câ þ ngh¾a khoa håc
v  ùng döng thüc ti¹n.
Möc ti¶u cõa luªn ¡n
T¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh t¡n sc v  cæng thùc t¿ sè H/V cõa c¡c sâng
(Rayleigh, Stoneley, Scholte, Lamb) trong mæi tr÷íng khæng n²n �÷ñc
dà h÷îng.
�èi t÷ñng nghi¶n cùu
Sâng Rayleigh, sâng Stoneley, sâng Scholte v  sâng Lamb.
Ph¤m vi nghi¶n cùu
Sâng ph¯ng v  mæi tr÷íng � n hçi l  tuy¸n t½nh.
Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

- Ph÷ìng ph¡p v²c tì ph¥n cüc.
- Ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n �¦u.
- Ph÷ìng ph¡p �i·u ki»n bi¶n hi»u döng.
- Ph÷ìng ph¡p giîi h¤n khæng n²n �÷ñc.
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C§u tróc cõa luªn ¡n
Ch÷ìng 1. Têng quan
Ch÷ìng 2. Sâng Stoneley, sâng Scholte trong c¡c b¡n khæng gian � n
hçi khæng n²n �÷ñc.
Ch÷ìng 3. Sâng Rayleigh trong mæi tr÷íng � n hçi, � n �i»n khæng
n²n �÷ñc.
Ch÷ìng 4. Sâng Lamb trong mæi tr÷íng � n hçi khæng n²n �÷ñc.
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CH×ÌNG 1. TÊNG QUAN

C¡c b i to¡n truy·n sâng trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi �÷ñc quan
t¥m nghi¶n cùu tø l¥u bði c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu cõa chóng l  cì sð lþ
thuy¸t cho r§t nhi·u ùng döng trong c¡c l¾nh vüc khoa håc cæng ngh»
kh¡c nhau nh÷ ¥m håc, �àa ch§n håc, khoa håc dü b¡o �ëng �§t, khoa
håc vªt li»u, x¥y düng cæng tr¼nh, cæng ngh» truy·n thæng,... C¡c b i
to¡n n y v¨n �ang thu hót sü quan t¥m nghi¶n cùu m¤nh m³ cõa c¡c
nh  khoa håc tr¶n th¸ giîi bði c¡c vªt li»u mîi, tùc l  c¡c mæi tr÷íng
� n hçi mîi, �ang �÷ñc con ng÷íi t¤o ra mët c¡ch th÷íng xuy¶n. �¢
câ mët sè l÷ñng lîn (huge numer) c¡c nghi¶n cùu �÷ñc ti¸n h nh cho
h÷îng nghi¶n cùu n y. �º th§y �÷ñc �i·u n y, ch¿ c¦n gûi y¶u c¦u
t¼m ki¸m "Rayleigh waves", Google Scholar, mët trong nhúng cæng cö
t¼m ki¸m t i li»u khoa håc m¤nh nh§t tr¶n internet, s³ cung c§p hìn
mët tri»u �÷íng link cho ng÷íi t¼m ki¸m, nh÷ �¢ chia s´ bði Voloshin.
C¡c k¸t qu£ thu �÷ñc cõa chõ �· n y r§t phong phó v  �¢ �÷ñc têng
k¸t trong c¡c s¡ch chuy¶n kh£o v· sâng trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi,
ch¯ng h¤n bði Ewing, Achenbach, Brekhovskikh, Nayfeh, Rose.

Câ mët �i·u �¡ng chó þ l : trong h¦u h¸t c¡c nghi¶n cùu d nh cho
sâng truy·n trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi dà h÷îng, mæi tr÷íng �÷ñc
gi£ thi¸t l  n²n �÷ñc. Câ r§t ½t c¡c nghi¶n cùu d nh cho sâng truy·n
trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi khæng n²n �÷ñc dà h÷îng .
1.1. Giîi thi»u sâng Rayleigh

Sâng Rayleigh l  sâng cì håc lan truy·n trong mët b¡n khæng gian
� n hçi tü do �èi vîi ùng su§t. N«ng l÷ñng cõa sâng tªp trung tr¶n b·
m°t cõa b¡n khæng gian v  gi£m r§t nhanh theo chi·u s¥u (h¦u nh÷
b¬ng khæng ð �ë s¥u mët b÷îc sâng). Do vªy sâng Rayleigh l  sâng
m°t (surface wave). Sü tçn t¤i cõa sâng Rayleigh �÷ñc chùng minh �¦u
ti¶n bði Rayleigh v o n«m 1885, cho tr÷íng hñp �ìn gi£n nh§t khi b¡n
khæng gian � n hçi l  �¯ng h÷îng n²n �÷ñc.

C¡c nghi¶n cùu v· sâng Rayleigh trong mæi tr÷íng � n hçi
dà h÷îng khæng n²n �÷ñc

Sâng Rayleigh truy·n trong b¡n khæng gian � n hçi trüc h÷îng
khæng n²n �÷ñc, tü do �èi vîi ùng su§t, �÷ñc nghi¶n cùu bði Destrade,
Ogden v  Vinh. Sâng Rayleigh truy·n trong b¡n khæng gian � n hçi
monoclinic vîi m°t ph¯ng �èi xùng x3 = 0, khæng n²n �÷ñc, chàu �i·u
ki»n bi¶n trð kh¡ng, �÷ñc nghi¶n cùu bði Vinh v  Hue.

Sâng Rayleigh trong b¡n khæng gian � n hçi trüc h÷îng phõ mët
lîp mäng � n hçi trüc h÷îng �÷ñc nghi¶n cùu bði Vinh v  c¡c cëng
sü, Vinh v  Anh �t nh§t lîp v  b¡n khæng gian �÷ñc gi£ thi¸t l  khæng
n²n �÷ñc.

Sâng Rayleigh trong b¡n khæng gian � n hçi trüc h÷îng phõ mët
lîp � n hçi trüc h÷îng câ �ë d¦y b§t ký �÷ñc nghi¶n cùu bði Vinh v 
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c¡c cëng sü , Vinh v  Anh. �t nh§t lîp v  b¡n khæng gian �÷ñc gi£
thi¸t l  khæng n²n �÷ñc.

Tø c¡c ph¥n t½ch tr¶n câ thº th§y r¬ng:
- �èi vîi sâng Rayleigh truy·n trong b¡n khæng gian � n hçi khæng

n²n �÷ñc, ph÷ìng tr¼nh t¡n sc ch¿ mîi t¼m �÷ñc cho �¸n vªt li»u
monoclinic vîi m°t ph¯ng �èi xùng x3 = 0.

- �èi vîi sâng Rayleigh truy·n trong b¡n khæng gian � n hçi phõ
mët lîp � n hçi (trong �â ½t nh§t lîp ho°c b¡n khæng gian l  khæng
n²n �÷ñc), ph÷ìng tr¼nh t¡n sc ch¿ mîi �÷ñc t¼m ra cho �¸n tr÷íng
hñp trüc h÷îng.

- �èi vîi c¡c mæi tr÷íng � n hçi dà h÷îng khæng n²n �÷ñc phùc t¤p,
nh÷ mæi tr÷íng � n �i»n, � n-tø, � n-�i»n-tø, � n hçi micropolar, � n
hçi xèp,... ch÷a câ ph÷ìng tr¼nh t¡n sc n o cõa sâng Rayleigh �÷ñc
t¼m ra.
1.2. Giîi thi»u sâng Stoneley

Sâng Stoneley l  sâng cì håc truy·n dåc theo bi¶n ph¥n chia cõa
hai b¡n khæng gian � n hçi. N«ng l÷ñng cõa sâng tªp trung chõ y¸u
ð vòng g¦n bi¶n ph¥n chia, gi£m nhanh v· hai ph½a cõa nâ. Do vªy
sâng Stoneley l  sâng m°t. Sâng Stoneley �÷ñc Stoneley nghi¶n cùu
�¦u ti¶n v o n«m 1924 cho tr÷íng hñp khi c£ hai b¡n khæng gian � n
hçi l  �¯ng h÷îng, còng n²n �÷ñc v  còng khæng n²n �÷ñc, v  chóng
li¶n k¸t gn ch°t vîi nhau.

C¡c nghi¶n cùu v· sâng Stoneley trong mæi tr÷íng � n hçi
khæng n²n �÷ñc

Sâng Stoneley truy·n dåc giúa hai b¡n khæng gian � n hçi �¯ng
h÷îng kh¡c nhau �¢ �÷ñc kh£o s¡t l¦n �¦u ti¶n bði Stoneley v o n«m
1924. Vinh v  cëng sü �¢ t¼m ra cæng thùc vªn tèc sâng cho tr÷íng
hñp khi hai b¡n khæng gian l  � n hçi �¯ng h÷îng câ c¡c vªn tèc sâng
khèi gièng nhau. Sü truy·n sâng Stoneley trong mæi tr÷íng dà h÷îng
�¢ �÷ñc kh£o s¡t bði Stroh, Barnett v  cëng sü.

Trong c¡c nghi¶n cùu nâi tr¶n, c¡c mæi tr÷íng dà h÷îng �÷ñc gi£
thi¸t l  n²n �÷ñc. Nh÷ vªy ch÷a câ mët cæng tr¼nh n o nghi¶n cùu sü
truy·n cõa sâng Stoneley trong mæi tr÷íng � n hçi dà h÷îng khæng n²n
�÷ñc.
1.3. Giîi thi»u sâng Scholte

Sâng Scholte l  sâng m°t truy·n dåc bi¶n ph¥n chia giúa b¡n khæng
gian ch§t läng v  b¡n khæng gian ch§t rn v  n«ng l÷ñng cõa sâng
tt d¦n theo hai ph÷ìng vuæng gâc vîi m°t ph¥n c¡ch. Công nh÷ sâng
Rayleigh v  sâng Stoneley, sâng Scholte công l  sâng m°t. Sâng Scholte
truy·n trong b¡n khæng gian � n hçi �¯ng h÷îng n²n �÷ñc n¬m d÷îi
b¡n khæng gian ch§t läng lþ t÷ðng (khæng nhît) �÷ñc Scholte nghi¶n
cùu n«m 1949. T¡c gi£ �¢ t¼m ra ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa sâng b¬ng
ph÷ìng ph¡p truy·n thèng.
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C¡c nghi¶n cùu v· sâng Scholte trong mæi tr÷íng � n hçi
khæng n²n �÷ñc

�èi vîi sâng Scholte, Scholte t¼m ra ph÷ìng tr¼nh t¡n sc trong mæi
tr÷íng � n hçi �¯ng h÷îng n²n �÷ñc. Destrade t¼m ra ph÷ìng tr¼nh
t¡n sc cho mæi tr÷íng monoclinic x3 = 0 n²n �÷ñc nh÷ng biºu di¹n
qua h¬ng sè � n hçi m¸m (sij).

Nh÷ng ch÷a câ nghi¶n cùu n o �÷ñc thüc hi»n d nh cho sâng Scholte
trong mæi tr÷íng � n hçi dà h÷îng khæng n²n �÷ñc.
1.4. Giîi thi»u sâng Lamb

Sâng Lamb l  sâng ph¯ng truy·n trong c¡c c§u tróc b£n ho°c vä.
Sâng n y �÷ñc ph¡t hi»n �¦u ti¶n (1917) bði Horce Lamb.

C¡c nghi¶n cùu v· sâng Lamb trong mæi tr÷íng � n hçi
khæng n²n �÷ñc

Sâng Lamb trong c¡c b£n �¯ng h÷îng l¦n �¦u ti¶n �÷ñc nghi¶n cùu
bði Horace Lamb. Sâng Lamb trong c¡c b£n dà h÷îng �÷ñc nghi¶n cùu
bði Abubakar , Baylis v  Green, Kaplunov v  cëng sü, Kossovich v 
cëng sü cho c¡c vªt li»u �¯ng h÷îng ngang, cõa Solie v  Auld, Baid
v  cëng sü cho vªt li»u trüc h÷îng, cõa Nayfeh v  Chimenti, Shuvalov,
Kuznetsov �èi vîi c¡c vªt li»u dà h÷îng nâi chung.

Sâng Lamb trong c¡c b£n nhi·u lîp �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði Jones,
Yao-Jun v  cëng sü, Demcenko v  Mazeika cho c¡c t§m �¯ng h÷îng,
cõa Liu v  cëng sü, Nayfeh, Verma cho dà h÷îng. Trong t§t c£ c¡c
nghi¶n cùu tr¶n, c¡c lîp �÷ñc gi£ �ành l  n²n �÷ñc. �èi vîi tr÷íng hñp
t÷ìng �èi ½t lîp, c¡ch ti¸p cªn trüc ti¸p l  th½ch hñp v  c¡c ph÷ìng
tr¼nh t¡n sc thu �÷ñc d÷îi d¤ng h¼nh thùc.

Tø ph¥n t½ch tr¶n ta th§y, trong c¡c nghi¶n cùu n¶u tr¶n câ duy
nh§t 1 cæng tr¼nh d nh cho sâng Lamb truy·n trong b£n � n hçi �¯ng
h÷îng ngang khæng n²n �÷ñc. Nh÷ vªy câ r§t ½t k¸t qu£ li¶n quan �¸n
sâng Lamb trong c¡c b£n � n hçi dà h÷îng khæng n²n �÷ñc.

Ch÷ìng 2. Sâng Stoneley, sâng Scholte trong b¡n khæng gian
� n hçi khæng n²n �÷ñc

Möc ti¶u cõa Ch÷ìng 2 l  "t¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh t¡n sc d¤ng
hi»n cõa sâng Stoneley v  sâng Scholt trong c¡c b¡n khæng gian � n hçi
trüc h÷îng n²n �÷ñc v  khæng n²n �÷ñc" b¬ng c¡ch sû döng ph÷ìng
ph¡p �i·u ki»n bi¶n hi»u döng, ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n �¦u v  ph÷ìng
ph¡p l§y giîi h¤n.
2.1. Sâng Stoneley trong c¡c tinh thº xon khæng n²n �÷ñc

�°t b i to¡n
�º nghi¶n cùu b i to¡n, ta �÷a v o h» tåa �ë �¶c¡c vuæng gâc

OX1X2X3 chung cho c£ hai b¡n khæng gian nh÷ mæ t£ tr¶n h¼nh. Chó
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(a) (b)
(c)

H¼nh 1: Tinh thº xon �÷ñc t¤o ra b¬ng c¡ch ct (a), quay (b) v  gn ch°t
(c) c¡c tinh thº trüc h÷îng

þ r¬ng h» OX1X2X3 nhªn �÷ñc tø h» OX(1)Y (1)Z (OX(2)Y (2)Z) b¬ng
ph²p quay mët gâc θ (-θ) quanh tröc OZ. Chó þ r¬ng c¡c �¤i l÷ñng
cõa b¡n khæng gian tr¶n X2 ≤ �÷ñc ph¥n bi»t b¬ng d§u *.

X²t b i to¡n truy·n sâng Stoneley trong mæi tr÷íng khæng n²n �÷ñc
vîi nhúng tinh thº bà xon nâi tr¶n. Möc ti¶u cõa chóng ta l  t¼m ra
ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa sâng.

X²t mët lîp trüc h÷îng câ �ë d y l  h chi¸m mi·n khæng gian
−h ≤ x2 ≤ 0. X²t b i to¡n truy·n sâng cõa sâng m°t Rayleigh truy·n
theo h÷îng x1 vîi vªn tèc sâng c, sè sâng k v  tt d¦n theo h÷îng x2.
Ma trªn (vuæng c§p 4) T �÷ñc gåi l  ma trªn chuyºn cõa lîp, n¸u nâ
li¶n h» c¡c vector bi¶n �ë chuyºn dàch-ùng su§t t¤i hai �¡y x2 = a v 
x2 = b bði �¯ng thùc sau:

ξ̄(a) = Tξ̄(b) (1)

trong �â ξ̄(.) =
[
Ū1(.) Ū2(.) Σ̄1(.) , Σ̄2(.)

]T
l  vector bi¶n �ë chuyºn

dàch-ùng su§t. Ma trªn T l  ma trªn chuyºn cho lîp trüc h÷îng n²n
�÷ñc v  nâ câ d¤ng

T =

[
T1 T2

T3 T4

]
(2)
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vîi

T1 =


[γ̄; chε]
[γ̄]

−i[β̄; shε]
[ᾱ; β̄]

−i[γ̄; ᾱshε]
[γ̄]

[ᾱchε; β̄]
[ᾱ; β̄]

 , T2 =


−[ᾱ; shε]
[ᾱ; β̄]

−i[chε]
[γ̄]

−iᾱ1ᾱ2[chε]
[ᾱ; β̄]

−[ᾱshε]
[γ̄]


(3)

T3 =


−[γ̄; β̄shε]

[γ̄]

−iβ̄1β̄2[chε]
[ᾱ; β̄]

−iγ̄1γ̄2[chε]
[γ̄]

[β̄; γ̄shε]
[ᾱ; β̄]

 , T4 = TT
1 ,

trong �â εn = εb̄n, n = 1, 2, ε = kh v  [chε] = chε2 − chε1, [ᾱchε] =
ᾱ2chε2 − ᾱ1chε1, [ᾱ; ᾱshε] = ᾱ2β̄1chε1 − ᾱ1β̄2shε2, ... v  c¡c �¤i l÷ñng
ᾱk v  b̄k �÷ñc cho bði

ᾱk = − (c̄12 + c̄66) b̄k
c̄22b̄2k − c̄66 + X̄

, k = 1, 2, X̄ = ρ̄c2,

β̄k = c̄66
(
b̄k − ᾱk

)
, γ̄k = c̄12 − c̄22b̄kᾱk, k = 1, 2,

b̄1 =

√
S̄ +

√
S̄2 − 4P̄

2
, b̄2 =

√
S̄ −

√
S̄2 − 4P̄

2

S̄ =
c̄22

(
c̄11 − X̄

)
+ c̄66

(
c̄66 − X̄

)
− (c̄12 + c̄66)

2

c̄22c̄66

P̄ =

(
c̄11 − X̄

) (
c̄66 − X̄

)
c̄22c̄66

(4)

Ma trªn T n y s³ �÷ñc dòng �º nhªn �÷ñc cæng thùc t� sè H/V.
2.2. Cæng thùc t� sè H/V cõa sâng m°t Rayleigh
Cæng thùc t� sè H/V cõa sâng m°t Rayleigh �÷ñc t¼m b¬ng kÿ thuªt
�i·u ki»n bi¶n hi»u döng trong �â £nh h÷ðng cõa lîp trüc h÷îng s³
�÷ñc thay th¸ b¬ng mët �i·u ki»n bi¶n thu¦n nh§t tr¶n m°t cõa b¡n
khæng gian. Sau �â �i·u ki»n bi¶n n y s³ �÷ñc dòng trong b i to¡n
sâng m°t Rayleigh cõa mæ h¼nh ch¿ gçm b¡n khæng gian v  chóng ta
câ thº nhªn �÷ñc ph÷ìng tr¼nh t¡n sc v  cæng thùc t� sè H/V cõa b i
to¡n �èi vîi mæ h¼nh mët lîp �°t tr¶n b¡n khæng gian.
2.2.1. �i·u ki»n bi¶n hi»u döng
X²t b¡n khæng gian trüc h÷îng n²n �÷ñc n¬m trong mi·n khæng gian
x2 ≥ 0 �÷ñc phõ mët lîp mäng trüc h÷îng n²n �÷ñc vîi �ë d y h n¬m
trong mi·n −h ≤ x2 ≤ 0. Gi£ sû r¬ng lîp v  b¡n khæng gian l  gn
ch°t v  b· m°t cõa lîp (x2 = −h) l  tü do �èi vîi ùng su§t.
�p döng (1) vîi a = −h, b = 0 k¸t hñp vîi �i·u ki»n tü do �èi vîi ùng
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su§t t¤i x2 = −h cõa m°t tr¶n cõa lîp σ̄12(−h) = σ̄22(−h) = 0, ta câ

T3Ū(0) +T4Σ̄(0) = 0, (5)

trong �â Σ̄(.) =
[
Σ̄1(.) Σ̄2(.)

]T
, Ū(.) =

[
Ū1(.) Ū2(.)

]T
.

Do li¶n k¸t giúa lîp v  b¡n khæng gian l  gn ch°t, chuyºn và v  ùng
su§t li¶n töc t¤i m°t ph¥n chia x2 = 0 n¶n Ū(0) = U(0), Σ̄(0) = Σ(0).
Do �â, tø ph÷ìng tr¼nh (5), ta câ

T3U(0) +T4Σ(0) = 0. (6)

Ph÷ìng tr¼nh (6) thº hi»n £nh h÷ðng cõa lîp l¶n b¡n khæng gian v 
�÷ñc gåi l  �i·u ki»n bi¶n hi»u döng. Hìn núa, tø ph÷ìng tr¼nh (1) vîi
a = −h, b = 0 v  �i·u ki»n li¶n töc t¤i x2 = 0, ta câ vector bi¶n �ë
chuyºn dàch t¤i m°t tr¶n cõa lîp câ d¤ng

Ū(−h) = T1U(0) +T2Σ(0). (7)

Cæng thùc n y s³ �÷ñc dòng �º �i t¼m cæng thùc t� sè H/V.
2.2.2. Cæng thùc t� sè H/V
X²t sâng Rayleigh truy·n trong mæ h¼nh b¡n khæng gian x2 ≥ 0 chàu
£nh h÷ðng bði �i·u ki»n bi¶n (6).
T� sè H/V l  t� sè bi¶n �ë chuyºn dàch theo ph÷ìng ngang v  ph÷ìng
th¯ng �ùng cõa ph¦n tû t¤i b· m°t tr¶n cõa lîp. Do �â, ta câ

χ :=

∣∣∣∣ Ū1(−h)

Ū2(−h)

∣∣∣∣ . (8)

Sau �â dòng mët sè ph²p bi¸n �êi, ta nhªn �÷ñc cæng thùc t� sè H/V
sau

χ =
A0 +A1chε1chε2 +A2shε1shε2 +A3chε1shε2 +A4shε1chε2

B1chε1chε2 +B2shε1shε2 +B3chε1shε2 +B4shε1chε2
, (9)

trong �â

A0 = −β̄1β̄2 (γ̄1 + γ̄2) [α] +
(
2β̄1β̄2 + ᾱ2β̄1γ̄2 + ᾱ1β̄2γ̄1

)
[β]+

+
(
ᾱ2β̄1 + ᾱ1β̄2

)
[γ;β],

A1 = −A0 + [ᾱ; β̄][γ̄][β],
A2 = −

(
β̄2
2 γ̄1 + β̄2

1 γ̄2
)
[α] +

(
ᾱ2β̄2γ̄1 + ᾱ1β̄1γ̄2 + β̄2

1 + β̄2
2

)
[β]+

+
(
ᾱ1β̄1 + ᾱ2β̄2

)
[γ;β],

A3 = β̄1[γ̄][α;β]− β̄2[ᾱ; β̄][γ], A4 = −β̄2[γ̄][α;β] + β̄1[ᾱ; β̄][γ],
(10)
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v 
B1 = [ᾱ; β̄][γ̄][α;β], B2 =

[
ᾱ; β̄

]2
[γ],

B3 = [ᾱ; β̄]
[
β̄2γ̄1 −

(
ᾱ2γ̄1 + β̄2

)
[α]− ᾱ2[γ;β]

]
,

B4 = [ᾱ; β̄]
[
−β̄1γ̄2 +

(
ᾱ1γ̄2 + β̄1

)
[α] + ᾱ1[γ;β]

]
.

(11)

2.3.3. Tr÷íng hñp �¯ng h÷îng
B¬ng c¡ch thüc hi»n mët sè bi¸n �êi, cæng thùc t� sè H/V (9) câ thº
�÷a v· d¤ng cæng thùc t� sè H/V trong tr÷íng hñp �¯ng h÷îng cõa
Malischewsky v  Scherbaum cho tr÷íng hñp vªt li»u n²n �÷ñc.

χ = f12f3 (12)

trong �â

f12 =
β̄2

γ̄2[β̄; ᾱ]
(13)

v 

f3 =
Ã0 + Ã1chε1chε2 + Ã2shε1shε2 + Ã3chε1shε2 + Ã4shε1chε2

Ã4chε1chε2 + Ã3shε1shε2 + Ã2chε1shε2 + Ã1shε1chε2
(14)

trong �â

Ã0 = β̄1

(
−β̄2γ̄2[α] +

(
β̄2 + ᾱ2γ̄2

)
[β] + ᾱ2[γ;β]

)
,

Ã1 = β̄2

(
β̄1γ̄2[α]−

(
β̄1 + ᾱ1γ̄2

)
[β]− ᾱ1[γ;β]

)
,

Ã2 = β̄2

(
−β̄2γ̄1[α] +

(
β̄2 + ᾱ2γ̄1

)
[β] + ᾱ2[γ;β]

)
,

Ã3 = −β̄2[ᾱ; β̄][γ], Ã4 = −β̄2[γ̄][α;β].

(15)

2.4. T½nh to¡n minh håa sè v  b i to¡n ng÷ñc �¡nh gi¡ t½nh
ch§t cì håc cõa lîp trüc h÷îng
Ph÷ìng tr¼nh t¡n sc v  t� sè H/V phö thuëc v o 8 tham sè khæng thù
nguy¶n �â l  ei, ēi (i = 1, 3) v  rµ, rv. �º kh£o s¡t sè, ta x²t c¡c tham
sè thæng qua c¡c h¬ng sè � n hçi kÿ thuªt b¬ng mèi li¶n h»

α =
c22
c11

=
ν21
ν12

, δ = 1− c212
c11c22

= 1− ν12ν21, γ =
c66
c11

= δ
G12

E1
(16)

trong �â ν12 v  ν21 l  c¡c h» sè Poisson trong m°t ph¯ng (x1, x2), G12

l  modul ct trong m°t ph¯ng (x1, x2) v  E1 l  modul Young theo
h÷îng x1. Tø �â, ta câ mèi li¶n h» giúa tham sè mîi v  tham sè cô
cõa lîp v  b¡n khæng gian nh÷ sau

α =
e2
e1

, γ =
1

e1
, δ = 1− e23

e1e2

10



v 

ᾱ =
1

ē1ē2
, γ̄ =

1

ē1
, δ̄ = 1− ē2ē

2
3

ē1
, (17)

X²t mæ h¼nh mët lîp vªt li»u trüc h÷îng �°t tr¶n b¡n khæng gian
�¯ng h÷îng vîi c¡c tham sè cho nh÷ sau

ᾱ = 2, α = 1, γ̄ = 0.0782, γ = 0.2368, δ̄ = 0.5, δ = 0.7228 (18)

v  t� sè giúa khèi l÷ñng ri¶ng v  vªn tèc sâng ngang giúa lîp v  b¡n
khæng gian l  rd = ρ̄/ρ = 0.7391 v  rs = c̄2/c2 = 0.2473.

H¼nh v³ ?? biºu thà �÷íng cong t¡n sc v  t� sè H/V cõa mæ h¼nh k¸t
qu£ cõa b i to¡n ng÷ñc khi ¡p döng cho mæ h¼nh 1 (ᾱ = 2 v  δ̄ = 0.5).
Trong tr÷íng hñp n y, dú li»u �¦u v o gi£ �ành �÷ñc thüc hi»n vîi
nhi¹u 5%. Thuªt to¡n genetic trong MATLAB R2018a �÷ñc dòng �º
t¼m �iºm cüc tiºu to n cöc cõa h m möc ti¶u trong mi·n 1.5 ≤ ᾱ ≤ 2.5
v  0.3 ≤ δ̄ ≤ 0.7. �èi vîi mæ h¼nh 1, ta thu �÷ñc ᾱinv = 2.0402 v 
δ̄inv = 0.5002 vîi sai sè t÷ìng �èi so vîi gi¡ trà ch½nh x¡c t÷ìng ùng l 
2.1% v  0.1%. Khi sû döng dú li»u t� sè H/V l  dú li»u �¦u v o, b i
to¡n ng÷ñc cho k¸t qu£ ᾱinv = 2.0394 v  δ̄inv = 0.4963 vîi sai sè t÷ìng
�èi t÷ìng ùng l  2.0% v  0.7%. Ta câ thº th§y r¬ng b i to¡n ng÷ñc
cho k¸t qu£ vîi �ë ch½nh x¡c kh¡ l  gièng nhau nhau khi sû döng t� sè
H/V ho°c vªn tèc l m gi¡ trà �¦u v o.
2.5. K¸t luªn ch÷ìng
Trong ch÷ìng n y, b i to¡n truy·n sâng Rayleigh trong lîp trüc h÷îng
n²n �÷ñc �÷ñc phõ mët lîp mäng trüc h÷îng n²n �÷ñc �¢ �÷ñc nghi¶n
cùu. Luªn ¡n �¢ thi¸t lªp cæng thùc ch½nh x¡c cõa sâng Rayleigh b¬ng
c¡ch sû döng ma trªn chuyºn cho lîp trüc h÷îng n²n �÷ñc v  kÿ thuªt
�i·u ki»n bi¶n hi»u döng. Luªn ¡n thu �÷ñc cæng thùc t� sè H/V d¤ng
hi»n v  câ thº chuyºn v· cæng thùc cõa Malischewsky v  Scherbaum
cho tr÷íng hñp n²n �÷ñc. Mët sè t½nh to¡n sè minh håa cho c¡c b i
to¡n ng÷ñc cho th§y r¬ng cæng thùc nhªn �÷ñc cõa t� sè H/V l  cæng
cö tèt �º �¡nh gi¡ t½nh ch§t cì håc cõa lîp phõ trong b i to¡n ng÷ñc.

CH×ÌNG 3. Sâng Rayleigh trong mæi tr÷íng � n hçi, � n
�i»n khæng n²n �÷ñc

Trong c¡c ùng döng thüc t¸, câ thº x£y ra ba kh£ n«ng cán l¤i: b¡n
khæng gian n²n �÷ñc v  lîp khæng n²n �÷ñc, b¡n khæng gian khæng
n²n �÷ñc v  lîp n²n �÷ñc v  c£ b¡n khæng gian v  lîp �·u khæng n²n
�÷ñc. Do �â, c¦n t¼m cæng thùc ch½nh x¡c d¤ng t÷íng minh cho t� sè
H/V cho ba tr÷íng hñp khæng n²n �÷ñc n y.

Möc �½ch ch½nh cõa ch÷ìng n y l  t¼m ra c¡c cæng thùc ch½nh x¡c
d¤ng hi»n cho t� sè H/V cho c¡c tr÷íng hñp khæng n²n �÷ñc:
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(i) Lîp trüc h÷îng khæng n²n �÷ñc v  b¡n khæng gian trüc h÷îng n²n
�÷ñc (tr÷íng hñp khæng n²n �÷ñc-n²n �÷ñc).
(ii) Lîp l  trüc h÷îng n²n �÷ñc v  b¡n khæng gian l  trüc h÷îng khæng
n²n �÷ñc (tr÷íng hñp n²n �÷ñc-khæng n²n �÷ñc).
(iii) Lîp v  b¡n khæng gian �·u l  trüc h÷îng, khæng n²n �÷ñc (tr÷íng
hñp khæng n²n �÷ñc-khæng n²n �÷ñc).

0.0.1 Giîi h¤n khæng n²n �÷ñc

X²t vªt rn � n hçi trüc h÷îng câ bi¸n d¤ng ph¯ng:

u1 = u1(x1, x2, t), u2 = u2(x1, x2, t), u3 ≡ 0 (19)

Khi �â, chóng ta câ [?]:
M»nh �· 1: Trong giîi h¤n khæng n²n �÷ñc, c¡c mèi li¶n h» sau:

s′11 =
1

δ
, s′66 =

1

c66
, δ =

1

s′11
, c66 =

1

s′66
(20)

ð �¥y cij v  s′ij l  c¡c h¬ng sè � n hçi �ë cùng v  �ë m·m [?], t÷ìng
ùng vîi vªt li»u � n hçi trüc h÷îng, δ = c11 + c22 − 2c12.

M»nh �· 2: C¡c biºu thùc sau �÷ñc rót ra:

lim∆ = 0, lim∆c11 = lim∆c22 = lim∆c12 = s′11, lim∆c66 = 0 (21)

ð �¥y ∆ = s′11s
′
22 − (s′12)

2.
Chó þ r¬ng, �èi vîi vªt li»u � n hçi trüc h÷îng n²n �÷ñc câ bi¸n

d¤ng ph¯ng (19), ta câ:

∆ =
1

D
vîi D = c11c22 − c212 > 0 (22)

Chó þ 1:
(i) Tø (21) d¨n �¸n: lim cij = ∞(i, j = 1, 2).
(ii) Tuy nhi¶n, limc11+limc22 -2limc12 l  1 sè húu h¤n (d÷ìng), theo

M»nh �· 1 (chó þ r¬ng 0 < s′11 < +∞).

0.0.2 Cæng thùc t� sè H/V cho tr÷íng hñp n²n �÷ñc - n²n
�÷ñc

X²t mët b¡n khæng gian � n hçi trüc h÷îng n²n �÷ñc chi¸m mi·n
x2 ≥ 0 �÷ñc phõ bði mët lîp � n hçi trüc h÷îng n²n �÷ñc vîi �ë d y
tòy þ h chi¸m mi·n −h ≤ x2 ≤ 0. Gi£ sû, li¶n k¸t giúa lîp v  b¡n
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khæng gian l  gn ch°t v  m°t tr¶n cõa lîp, x2 = −h, l  tü do ùng
su§t. Chó þ r¬ng, c¡c �¤i l÷ñng li¶n quan �¸n b¡n khæng gian v  lîp
câ còng k½ hi»u nh÷ng �÷ñc ph¥n bi»t bði d§u g¤ch ngang �èi vîi lîp.

X²t sâng Rayleigh truy·n theo h÷îng x1 vîi vªn tèc sâng c(> 0),
sè sâng k(> 0) v  tt d¦n theo h÷îng x2. Kþ hi»u χ l  t� sè giúa
chuyºn dàch theo ph÷ìng ngang v  chuyºn dàch theo ph÷ìng dåc cõa
sâng Rayleigh tr¶n b· m°t cõa lîp: χ = u1(−h)/u2(−h), �÷ñc gåi l 
"t� sè H/V" ho°c "the ellipticity" [?], v  nâ �÷ñc t½nh to¡n theo c¡c
cæng thùc trong [?]:

• D¤ng I:
χ = f12f3 (23)

ð �¥y:

f12 =
β̄2[γ̄]

γ̄2[β̄; ᾱ]
(24)

v :

f3 =
A0 +A1chε1chε2 +A2shε1shε2 +A3chε1shε2 +A4shε1chε2

A4chε1chε2 +A3shε1shε2 +A2chε1shε2 +A1shε1chε2
(25)

trong �â: ch(.) := cosh(.), sh(.) := sinh(.), c¡c h» sè Ak (k = 0, 1, 2, 3, 4)
�÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

A0 =β̄1

(
−β̄2γ̄2[α] + (β̄2 + ᾱ2γ̄2)[β] + ᾱ2[γ;β]

)
,

A1 =β̄2

(
β̄1γ̄2[α]− (β̄1 + ᾱ1γ̄2)[β]− ᾱ1[γ;β]

)
,

A2 =β̄2

(
−β̄2γ̄1[α] + (β̄2 + ᾱ2γ̄1)[β] + ᾱ2[γ;β]

)
,

A3 =− β̄2[ᾱ; β̄][γ], A4 = −β̄2[γ̄][α;β]

(26)

Trong ph÷ìng tr¼nh (24) v  (26): εn = εb̄n(n = 1, 2), ε = kh v :

ᾱn = − (c̄12 + c̄66)b̄n
c̄22b̄2n − c̄66 + X̄

= − c̄11 − ρ̄c2 − c̄66b̄
2
n

(c̄12 + c̄66)b̄n
, n = 1, 2, X̄ = ρ̄c2,

b̄1 =

√
S̄ +

√
S̄2 − 4P̄

2
, b̄2 =

√
S̄ −

√
S̄2 − 4P̄

2
,

S̄ =
c̄22(c̄11 − X̄) + c̄66(c̄66 − X̄)− (c̄12 + c̄66)

2

c̄22c̄66
, (27)

P̄ =
(c̄11 − X̄)(c̄66 − X̄)

c̄22c̄66
,

β̄n = c̄66(b̄n − ᾱn), γ̄n = c̄12 + c̄22b̄nᾱn, n = 1, 2
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d§u ngo°c vuæng [.] �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

[f ; g] := f2g1 − f1g2, [f ] := f2 − f1 (28)

v  [α], [β], [γ], [α;β] v  [γ;β] �÷ñc x¡c �ành bði:

[α] = (X − c11 − c66b1b2), [α;β] = c66(c11 −X)(b1 + b2),

[β] = [α; γ] = c66(c11 −X − c12b1b2), [γ] = c22c66b1b2(b1 + b2),

[γ;β] = c66[c
2
12 − c22(c11 −X)]b1b2 +X(c11 −X), X = ρc2

(29)

3.3. K¸t luªn ch÷ìng
Nhúng k¸t qu£ ch½nh trong ch÷ìng n y:

+ �èi vîi mæi tr÷íng � n hçi trüc h÷îng �÷ñc phõ bði mët lîp � n
hçi trüc h÷îng luªn ¡n �¢ �÷a ra c¡c cæng thùc ch½nh x¡c d¤ng t÷íng
minh cho t� sè H/V cho c¡c tr÷íng hñp: n²n �÷ñc-n²n �÷ñc, khæng
n²n �÷ñc/n²n �÷ñc, n²n �÷ñc/khæng n²n �÷ñc, khæng n²n �÷ñc/khæng
n²n �÷ñc.

+ �èi vîi mæi tr÷íng � n hçi- � n �i»n t¼m �÷ñc ph÷ìng tr¼nh t¡n
sc x§p x¿ bªc 3 cho c¡c tr÷íng hñp: n²n �÷ñc- n²n �÷ñc, khæng n²n
�÷ñc-khæng n²n �÷ñc, khæng n²n �÷ñc-n²n �÷ñc.

Ch÷ìng 4. Sâng Lamb trong mæi tr÷íng � n hçi
khæng n²n �÷ñc

4.1 Sâng Lamb trong t§m sandwich � n hçi trüc h÷îng
Luªn ¡n �i nghi¶n cùu sü truy·n cõa sâng Lamb trong mët t§m sand-
wich trüc h÷îng. C¡c lîp b· m°t v  lîp lãi câ thº l  n²n �÷ñc v  khæng
n²n �÷ñc. Möc �½ch ch½nh cõa ch÷ìng n y l  t¼m ra �÷ñc ph÷ìng tr¼nh
t¡n sc d¤ng hi»n cõa sâng. �¦u ti¶n, c¡c ph÷ìng tr¼nh t¡n sc n²n
�÷ñc �÷ñc t¼m ra b¬ng c¡ch sû döng ph÷ìng ph¡p �i·u ki»n bi¶n hi»u
döng còng vîi ma trªn chuyºn cho lîp trüc h÷îng. Sau �â, vîi tr÷íng
hñp khæng n²n �÷ñc �÷ñc t¼m ra b¬ng c¡ch sû döng ph÷ìng ph¡p giîi
h¤n khæng n²n �÷ñc. Nâ chùng minh �÷ñc r¬ng c¡c mode �èi xùng v 
ph£n �èi xùng cõa sâng Lamb l  ri¶ng bi»t. C¡c ph÷ìng tr¼nh t¡n sc
thu �÷ñc d¨n v· �÷ñc ph÷ìng tr¼nh cho tr÷íng hñp t§m sandwich �¯ng
h÷îng n²n �÷ñc. Khi khæng cán lîp b· m°t, c¡c ph÷ìng tr¼nh thu �÷ñc
cho tr÷íng hñp n²n �÷ñc tròng vîi ph÷ìng tr¼nh cõa sâng Lamb truy·n
trong c¡c t§m trüc h÷îng n²n �÷ñc. Mët sè v½ dö sè �÷ñc thüc hi»n �º
kiºm tra £nh h÷ðng cõa sü dà h÷îng v  sü khæng n²n �÷ñc �èi vîi sü
lan truy·n sâng Lamb. Nâ ch¿ ra r¬ng, vªn tèc sâng Lamb phö thuëc
m¤nh m³ v o t½nh dà h÷îng v  t½nh khæng n²n �÷ñc cõa vªt li»u.

4.1.1 Ma trªn chuyºn cho mët lîp � n hçi trüc h÷îng n²n
�÷ñc
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X²t mët lîp � n hçi trüc h÷îng n²n �÷ñc vîi �ë d y h chi¸m mi·n
a ≤ x2 ≤ b, b− a = h. C¡c tröc vªt li»u cõa lîp tròng vîi c¡c tröc 0x1,
0x2 v  0x3. X²t bi¸n d¤ng ph¯ng:

ui = ui(x1, x2, t), i = 1, 2, u3 ≡ 0, (30)

ð �¥y ui l  c¡c th nh ph¦n chuyºn dàch cõa lîp, t l  thíi gian. Trong
tr÷íng hñp khæng câ lüc khèi ph÷ìng tr¼nh chuyºn �ëng câ d¤ng:

σ11,1 + σ12,2 = ρü1, σ12,1 + σ22,2 = ρü2, (31)

ð �¥y ρ v  σij (i, j = 1, 2) l  mªt �ë khèi l÷ñng v  c¡c th nh ph¦n ùng
su§t cõa lîp, d§u ph©y ch¿ �¤o h m theo c¡c bi¸n xk (k = 1, 2), d§u
ch§m ch¿ �¤o h m theo bi¸n t. �èi vîi vªt li»u trüc h÷îng, mèi li¶n h»
giúa ùng su§t-chuyºn dàch câ d¤ng:

σ11 = c11u1,1 + c12u2,2, σ22 = c12u1,1 + c22u2,2, σ12 = c66(u1,2 + u2,1),
(32)

ð �¥y cij (i, j = 1, 2) l  c¡c h¬ng sè vªt li»u cõa lîp, c¡c h¬ng sè ph£i
thäa m¢n �i·u ki»n:

cii > 0 (i = 1, 2, 6), c11c22 − c212 > 0 (33)

�â l  �i·u ki»n c¦n v  �õ �º n«ng l÷ñng bi¸n d¤ng d÷ìng. Thay th¸
(32) v o (31) v  k¸t hñp vîi (30), ta �÷ñc:

c11u1,11 + c66u1,22 + (c12 + c66)u2,12 = ρü1,

(c12 + c66)u1,12 + c66u2,11 + c22u2,22 = ρü2. (34)

B¥y gií ta x²t sü lan truy·n cõa sâng theo h÷îng x1 vîi vªn tèc c (> 0)
v  sè sâng k (> 0). Khi �â, c¡c th nh ph¦n chuyºn dàch u1 v  u2 cõa
sâng thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (34) �÷ñc t¼m d÷îi d¤ng:

u1 = U1(x2)eik(x1−ct), u2 = U2(x2)eik(x1−ct), (35)

U(x2) = [U1(x2) U2(x2)]
T l  bi¶n �ë chuyºn dàch. Tø (32) v  (35) ta

câ:
σ12 = kΣ1(x2)eik(x1−ct), σ22 = kΣ2(x2)eik(x1−ct), (36)

Σ(x2) = [Σ1(x2) Σ2(x2)]
T l  bi¶n �ë ùng su§t. �ành ngh¾a ξ(x2) =

[U(x2) Σ(x2)]
T . Theo th¦y Vinh v  cëng sü, ta câ:

ξ(a) = Tξ(b), (37)

ð �¥y:

T =

[
T1 T2

T3 T4

]
(38)
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vîi Tn (n = 1, 4) l  ma trªn c§p 2 �÷ñc x¡c �ành bði:

T1 =


[γ; chε]
[γ]

−i[β; shε]
[α;β]

−i[γ;αshε]
[γ]

[αchε;β]
[α;β]

 , T2 =


−[α; shε]
[α;β]

−i[chε]
[γ]

−i[chε]
[γ]

−[αshε]
[γ]

 ,

T3 =


−[γ;βshε]

[γ]

−iβ1β2[chε]
[α;β]

−iβ1β2[chε]
[α;β]

[β; γshε]
[α;β]

 , T4 = TT
1 . (39)

Ð �¥y, �º �ìn gi£n, chóng ta sû döng c¡c kþ hi»u ch(.) := cosh(.),
sh(.) := sinh(.) v :

[f ; g] := f2g1 − f1g2, [f ] := f2 − f1 (40)

vîi αk, βk v  γk (k = 1, 2) trong (39) �÷ñc x¡c �ành bði:

αk = − (c12 + c66)bk
c22b2k − c66 +X

, X = ρc2,

b1 =

√
S +

√
S2 − 4P

2
, b2 =

√
S −

√
S2 − 4P

2
,

S =
c22(c11 −X) + c66(c66 −X)− (c12 + c66)

2

c22c66
, (41)

P =
(c11 −X)(c66 −X)

c22c66
,

βk = c66(bk − αk), γk = c12 + c22bkαk.

Ð �¥y ε1 = εb1, ε2 = εb2, ε = kh. Mët sè v½ dö v· (40) l  [chε] =
chε2−chε1, [αchε] = α2chε2−α1chε1, [α;βshε] = α2β1shε1−α1β2shε2,
.... Chó þ r¬ng mèi quan h»:

[f ; g][h]− [f ;h][g] = [f ][h; g], (42)

Ph÷ìng tr¼nh (42) �÷ñc suy ra trüc ti¸p tø (40) l  mët �¯ng thùc húu
½ch cho c¡c t½nh to¡n. Ma trªn T �÷ñc gåi l  ma trªn chuyºn cho mët
lîp � n hçi trüc h÷îng n²n �÷ñc. C¡c ma trªn Tn (n = 1, 4) thäa m¢n
c¡c t½nh ch§t sau:

T2 = TT
2 , T3 = TT

3 , T4 = TT
1 . (43)

Tø (37) ta câ:
ξ(b) = T̂ξ(a), T̂ = T−1 (44)
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B¬ng c¡ch thay �êi h÷îng cõa 0x2 ta câ thº th§y r¬ng ma trªn T̂ �÷ñc
x¡c �ành bði c¡c cæng thùc (38),(39) v  (41) trong �â ε �÷ñc thay th¸
b¬ng −ε. Cö thº, ma trªn T̂ �÷ñc �ành ngh¾a l :

T̂ =

[
T̂1 T̂2

T̂3 T̂4

]
(45)

ð �¥y T̂n (n = 1, 4) �÷ñc x¡c �ành bði:

T̂1 =


[γ; chε]
[γ]

i[β; shε]
[α;β]

i[γ;αshε]
[γ]

[αchε;β]
[α;β]

 , T̂2 =


[α; shε]
[α;β]

−i[chε]
[γ]

−i[chε]
[γ]

[αshε]
[γ]

 ,

T̂3 =


[γ;βshε]

[γ]

−iβ1β2[chε]
[α;β]

−iβ1β2[chε]
[α;β]

−[β; γshε]
[α;β]

 , T̂4 = T̂T
1 , (46)

trong �â αk, βk v  γk (k = 1, 2) �÷ñc x¡c �ành bði (41). C¡c ma trªn
T̂n (n = 1, 4) công thäa m¢n c¡c t½nh ch§t (43).

Tø (38),(39), (41), (45) v  (46), nhªn th§y r¬ng c¡c ma trªn chuyºn
T v  T̂ l  ho n to n x¡c �ành. Chóng l  h m cõa c¡c h¬ng sè vªt li»u
cij , mªt �ë khèi l÷ñng ρ̄, �ë d y khæng thù nguy¶n ε = k h cõa lîp v 
vªn tèc sâng c.

4.1.2 Sâng Lamb trong t§m sandwich trüc h÷îng n²n �÷ñc
X²t mët t§m sandwich câ m°t ph¯ng �èi xùng l  0x1x2x3, nh÷ h¼nh

1. T§m n y bao gçm mët lîp trüc h÷îng chi¸m mi·n −H ≤ x2 ≤ H
(�÷ñc gåi l  lîp lãi) vîi �ë d y 2H �÷ñc kµp giúa hai lîp trüc h÷îng
chi¸m mi·n −(H + h) ≤ x2 ≤ −H v  H ≤ x2 ≤ (H + h) (gåi l  c¡c
lîp b· m°t) vîi còng �ë d y h, mªt �ë khèi v  c¡c h¬ng sè � n hçi.
C¡c tröc vªt li»u cõa c¡c lîp trüc h÷îng �÷ñc gi£ �ành l  gièng nhau
v  chóng l  c¡c tröc 0x1, 0x2 v  0x3. Gi£ sû, c¡c lîp � n hçi l  �çng
nh§t, n²n �÷ñc v  li¶n k¸t l  gn ch°t (li¶n k¸t ho n h£o). Trong �â,
t§t c£ c¡c �¤i l÷ñng câ d§u g¤ch ngang ch¿ c¡c bi¸n v  tham sè cõa c¡c
lîp b· m°t cán khæng câ d§u g¤ch ch¿ c¡c bi¸n v  tham sè cõa lîp lãi.

• �i·u ki»n bi¶n hi»u döng:
�p döng (37) vîi a = −(H+h) v  b = −H v  câ t½nh �¸n �i·u ki»n

khæng câ lüc k²o d¨n �¸n:

T3(ε)Ū(−H) +T4(ε)Σ̄(−H) = 0 (47)
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ð �¥y T3(ε) v  T4(ε), t÷ìng ùng vîi lîp b· m°t b¶n d÷îi, �÷ñc t½nh
b¬ng (39) trong �â t§t c£ c¡c �¤i l÷ñng (ngo¤i trø c v  ε = k.h) �·u
x¡c �ành. Bði v¼:

Tn(ε) = T̂n(−ε), n = 1, 4 (48)

Ta câ:
T̂3(−ε)Ū(−H) + T̂4(−ε)Σ̄(−H) = 0 (49)

ð �¥y T̂3(−ε) v  T̂4(−ε) x¡c �ành bði (46). �p döng (44) vîi b = (H+h)
v  a = H v  câ t½nh �¸n �i·u ki»n khæng câ lüc k²o d¨n �¸n:

T̂3(ε)Ū(H) + T̂4(ε)Σ̄(H) = 0 (50)

Tø c¡c �i·u ki»n li¶n töc ta câ:

T̂3(−ε)U(−H) + T̂4(−ε)Σ(−H) = 0, (51)

T̂3(ε)U(H) + T̂4(ε)Σ(H) = 0 (52)

Ph÷ìng tr¼nh (51) v  (52) �÷ñc gåi l  �i·u ki»n bi¶n hi»u döng bði v¼
chóng thay th¸ to n bë £nh h÷ðng cõa hai lîp b· m°t l¶n lîp lãi.

Tø (??), ð d¤ng th nh ph¦n, �i·u ki»n bi¶n hi»u döng (51) câ d¤ng:

−t̂
(3)
11 (ε)U

−
1 + t̂

(3)
12 (ε)U

−
2 + t̂

(4)
11 (ε)Σ

−
1 − t̂

(4)
12 (ε)Σ

−
2 = 0, (53)

t̂
(3)
21 (ε)U

−
1 − t̂

(3)
22 (ε)U

−
2 − t̂

(4)
21 (ε)Σ

−
1 + t̂

(4)
22 (ε)Σ

−
2 = 0 (54)

Cëng (??) vîi (53) v  l§y (??) trø (54) d¨n �¸n:

t̂
(3)
11 (ε)(U

+
1 − U−

1 ) + t̂
(3)
12 (ε)(U

+
2 + U−

2 ) + t̂
(4)
11 (ε)(Σ

+
1 +Σ−

1 ) + t̂
(4)
12 (ε)(Σ

+
2 − Σ−

2 ) = 0,
(55)

T÷ìng tü, l§y (??) trø (53) v  l§y (??) cëng vîi (54) d¨n �¸n:

t̂
(3)
11 (ε)(U

+
1 + Ū−

1 ) + t̂
(3)
12 (ε)(U

+
2 − U−

2 ) + t̂
(4)
11 (ε)(Σ

+
1 − Σ−

1 ) + t̂
(4)
12 (ε)(Σ

+
2 +Σ−

2 ) = 0,

t̂
(3)
21 (ε)(U

+
1 + U−

1 ) + t̂
(3)
22 (ε)(U

+
2 − U−

2 ) + t̂
(4)
21 (ε)(Σ

+
1 − Σ−

1 ) + t̂
(4)
22 (ε)(Σ

+
2 +Σ−

2 ) = 0
(56)

• Ph÷ìng tr¼nh t¡n sc:
B¥y gií, sâng Lamb truy·n trong t§m sandwich khæng chàu t¡c döng

cõa lüc k²o câ thº �÷ñc coi l  sâng Lamb truy·n trong lîp lãi tu¥n theo
c¡c �i·u ki»n bi¶n hi»u döng (55) v  (56) truy·n theo h÷îng x1 vîi vªn
tèc c v  sè sâng k. C¡c th nh ph¦n chuyºn dàch v  ùng su§t �÷ñc biºu
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di¹n b¬ng (??) v  (??) trong �â Un(x2) v  Σn(x2) (n = 1, 2) l  c¡c
h m x¡c �ành. Theo Vinh v  c¡c cëng sü, ta câ:

U1(x2) = B1chb1y +B2shb1y +B3chb2y +B4shb2y,
U2(x2) = i[α1(B1shb1y +B2chb1y) + α2(B3shb2y +B4chb2y],
Σ1(x2) = β1(B1shb1y +B2chb1y) + β2(B3shb2y +B4chb2y),
Σ2(x2) = i(γ1(B1chb1y +B2shb1y) + γ2(B3chb2y +B4shb2y),

(57)

ð �¥y y = kx2 (−H ≤ x2 ≤ H), B1, B2, B3, B4 l  c¡c h¬ng sè c¦n x¡c
�ành, c¡c �¤i l÷ñng bk, αk, βk v  γk �÷ñc x¡c �ành tø (41).

X²t (57) t¤i x2 = ±H ta câ:

U+
1 + U−

1 = 2(B1chϵ1 +B3chϵ2),

U+
1 − U−

1 = 2(B2shϵ1 +B4shϵ2),

U+
2 + U−

2 = 2i(α1B2chϵ1 + α2B4chϵ2),

U+
2 − U−

2 = 2i(α1B1shϵ1 + α2B3shϵ2),

Σ+
1 +Σ−

1 = 2(β1B2chϵ1 + β2B4chϵ2),

Σ+
2 − Σ−

2 = 2(β1B1shϵ1 + β2B3shϵ2),

Σ+
2 +Σ−

2 = 2i(γ1B1chϵ1 + γ2B3chϵ2),

Σ+
2 − Σ−

2 = 2i(γ1B2shϵ1 + γ2B4shϵ2),

(58)

ð �¥y ϵ1 = ϵb1, ϵ2 = ϵb2, ϵ = kH. Thay (58) v o (55) v  (56) d¨n �¸n:{
a11B2 + a12B4 = 0

a21B2 + a22B4 = 0
(59)

{
b11B1 + b12B3 = 0

b21B1 + b22B3 = 0
(60)

ð �¥y:

a11 = (t̂
(3)
11 + iγ1t̂

(4)
12 )shϵ1 + (iα1t̂

(3)
12 + β1t̂

(4)
11 )chϵ1,

a12 = (t̂
(3)
11 + iγ2t̂

(4)
12 )shϵ2 + (iα2t̂

(3)
12 + β2t̂

(4)
11 )chϵ2,

a21 = (t̂
(3)
21 + iγ1t̂

(4)
22 )shϵ1 + (iα1t̂

(3)
22 + β1t̂

(4)
21 )chϵ1,

a22 = (t̂
(3)
21 + iγ2t̂

(4)
22 )shϵ2 + (iα2t̂

(3)
22 + β2t̂

(4)
21 )chϵ2,

(61)
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v :

b11 = (t̂
(3)
11 + iγ1t̂

(4)
12 )chϵ1 + (iα1t̂

(3)
12 + β1t̂

(4)
11 )shϵ1,

b12 = (t̂
(3)
11 + iγ2t̂

(4)
12 )chϵ2 + (iα2t̂

(3)
12 + β2t̂

(4)
11 )shϵ2,

b21 = (t̂
(3)
21 + iγ1t̂

(4)
22 )chϵ1 + (iα1t̂

(3)
22 + β1t̂

(4)
21 )shϵ1,

b22 = (t̂
(3)
21 + iγ2t̂

(4)
22 )chϵ2 + (iα2t̂

(3)
22 + β2t̂

(4)
21 )shϵ2

(62)

Do |B2|2 + |B4|2 ̸= 0 v  |B1|2 + |B3|2 ̸= 0, c¡c �ành thùc cõa h» sè cõa
h» thu¦n nh§t (59) v  (60) ph£i b¬ng khæng:

a11a22 − a21a12 = 0, (63)

b11b22 − b21b12 = 0 (64)

Thay (61) v o (63) v  (62) v o (64) v  sau mët sè bi¸n �êi ta nhªn
�÷ñc:

A1shϵ1shϵ2 +A2chϵ1chϵ2 +A3shϵ1chϵ2 +A4shϵ2chϵ1 = 0, (65)

A2shϵ1shϵ2 +A1chϵ1chϵ2 +A4shϵ1chϵ2 +A3shϵ2chϵ1 = 0, (66)

ð �¥y Ak �÷ñc x¡c �ành bði:

A1 = [γ][ᾱ; β̄][γ̄chε; β̄shε], A2 = [α;β][γ̄][γ̄shε; β̄chε],
A3 = β2G1 + α2γ1G2 + α2G3 + β2γ1G4,

A4 = −β1G1 − α1γ2G2 − α1G3 − β1γ2G4,

(67)

trong �â:

G1 = γ̄1γ̄2⟨ᾱ; β̄⟩(chε1chε2 − 1)− ⟨γ̄2; ᾱβ̄⟩shε1shε2,
G2 = β̄1β̄2⟨γ̄⟩(chε1chε2 − 1)− ⟨β̄2; γ̄⟩shε1shε2,
G3 = 2β̄1β̄2γ̄1γ̄2(1− chε1chε2) + ⟨β̄2; γ̄2⟩shε1shε2,
G4 = ⟨ᾱ; β̄γ̄⟩ − ⟨ᾱγ̄; β̄⟩chε1chε2 + ⟨ᾱβ̄; γ̄⟩shε1shε2

(68)

�º �ìn gi£n, ta sû döng c¡c kþ hi»u:

⟨f ; g⟩ = f2g1 + f1g2, ⟨f⟩ = f1 + f2 (69)

• Ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cho c¡c mode khæng �èi xùng:
Khi (65) �óng, ngh¾a l  ph÷ìng tr¼nh (63) thäa m¢n th¼ b11b22 −

b21b12 ̸= 0. Tø sü kh¯ng �ành n y v  k¸t hñp (60) ta câ B1 = B3 = 0.
Tø (57) v  B1 = B3 = 0, rã r ng l :

U1(−x2) = −U1(x2), U2(−x2) = U2(x2),

Σ1(−x2) = Σ1(x2), Σ2(−x2) = −Σ2(x2)
(70)
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vîi 0 ≤ |x2| ≤ H. M°t kh¡c, ta câ 0 ≤ x2 ≤ h:

U1[−(H + x2)]

= T
(1)
11 (y)U1(−H) + T

(1)
12 (y)U2(−H) + T

(2)
11 (y)Σ1(−H) + T

(2)
12 (y)Σ2(−H)

(71)

Sû döng (37) vîi a = −(H + x2) v  b = −H, trong �â y = kx2 v  t
(n)
ij

l  c¡c th nh ph¦n cõa ma trªn Tn. Tø (39) v  (46) d¨n �¸n:

T
(1)
11 (y) = T̂

(1)
11 (y), T

(1)
12 (y) = −T̂

(1)
12 (y), T

(2)
11 (y) = −T̂

(2)
11 (y), T

(2)
12 (y) = T̂

(2)
12 (y)

(72)
Sû döng (70) vîi x2 = H v  (72) v o (71) d¨n �¸n:

U1[−(H+x2)] = −
[
T̂

(1)
11 (y)U1(H)+T̂

(1)
12 (y)U2(H)+T̂

(2)
11 (y)Σ1(H)+T̂

(2)
12 (y)Σ2(H)

]
(73)

Tø ph÷ìng tr¼nh (44) vîi b = H + x2 v  a = H, v¸ ph£i cõa (73) l 
−U1(H + x2), do �â U1[−(H + x2)] = −U1(H + x2). B¬ng c¡ch l m
t÷ìng tü, ta câ thº chùng minh r¬ng U2[−(H + x2)] = U2(H + x2) khi
0 ≤ x2 ≤ h. V¼ vªy, ta câ:

U1(−x2) = −U1(x2), U2(−x2) = U2(x2) ∀x2 : 0 ≤ |x2| ≤ H + h (74)

Ph÷ìng tr¼nh (65) ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa c¡c mode khæng
�èi xùng.

• Ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cho c¡c mode �èi xùng
T÷ìng tü, ta câ thº th§y r¬ng ph÷ìng tr¼nh (66) l  ph÷ìng tr¼nh

t¡n sc cho c¡c mode �èi xùng. C¦n l÷u þ r¬ng ph÷ìng tr¼nh t¡n sc
cõa c¡c mode �èi xùng (khæng �èi xùng) thu �÷ñc tø ph÷ìng tr¼nh
t¡n sc cõa c¡c mode khæng �èi xùng (�èi xùng) b¬ng c¡ch thay th¸
sinhϵk (k = 1, 2) b¬ng coshϵk.
• Tr÷íng hñp �¯ng h÷îng:

Khi lîp m°t v  lîp lãi �·u l  �¯ng h÷îng ta câ:

c11 = c22 = λ+2µ, c12 = λ, c66 = µ, c̄11 = c̄22 = λ̄+2µ̄, c̄12 = λ̄, c̄66 = µ̄
(75)

Thay (75) v o (41), ta câ �÷ñc câ �÷ñc c¡c biºu thùc, c¡c biºu thùc
n y �¢ �÷ñc tr¼nh b¦y trong [?]:

b1 =
√
1− γx, b2 =

√
1− x, α1 = b1, α2 = 1/b2

b̄1 =
√
1− γ̄x̄, b̄2 =

√
1− x̄, ᾱ1 = −b̄1, ᾱ2 = −1/b̄2

β1 = −2µ b1, β2 = −µ (2− x)/b2, γ1 = −µ (2− x), γ2 = −2µ

β̄1 = 2µ̄ b̄1, β̄2 = µ̄ (2− x̄)/b̄2, γ̄1 = −µ̄ (2− x̄), γ̄2 = −2 µ̄ (76)
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trong �â:

γ =
µ

(λ+ 2µ)
, γ̄ =

µ̄

(λ̄+ 2µ̄)
, x =

X

µ
, x̄ =

X̄

µ̄
(77)

λ, µ, λ̄, µ̄ l  c¡c h¬ng sè Lame. Thay (76) v o (67), (68) ta thu �÷ñc
ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa sâng Lamb truy·n trong t§m sandwich �¯ng
h÷îng. �â l , (65) cho c¡c mode khæng �èi xùng v  (66) cho c¡c mode
�èi xùng trong �â Ak x¡c �ành bði:

A1 = −µµ̄xx̄b2
[
4b̄21b̄2shε1chε2 − b̄1(2− x̄)2shε2chε1

]
,

A2 = µµ̄xx̄b1b̄2
[
(2− x̄)2shε1chε2 − 4b̄1b̄2chε2shε1

]
,

A3 = 4b̄1b̄2(2− x̄)
[
µµ̄(2− x)(4− x̄)− 2µ̄2(2− x̄)− µ2(2− x)2

]
− b̄1b̄2

{
4µµ̄(2− x)(2− x̄)(4− x̄)− 8µ̄2(2− x̄)2

− µ2(2− x)2
[
4 + (2− x̄)2

]}
chε1chε2 +

{
2µµ̄(2− x)

[
8b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)3

]
− µ̄2

[
16b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)4

]
− µ2(2− x)2

[
4b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)2

]}
shε1shε2,

A4 = −8b1b2b̄1b̄2(2− x̄)
[
µµ̄(4− x̄)− µ̄2(2− x̄)− 2µ2

]
+

+ 4b1b2b̄1b̄2

{
2µµ̄(2− x̄)(4− x̄)− 2µ̄2(2− x̄)2 − µ2

[
4 + (2− x̄)2

]}
chε1chε2+

− b1b2

{
4µµ̄

[
8b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)3

]
− µ̄2

[
16b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)4

]
− 4µ2

[
4b̄21b̄

2
2 + (2− x̄)2

]}
shε1shε2

(78)

Sau khi nh¥n 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (65) vîi −(kh)7(kH)3b2b̄
2
2/X̄

4,
th§y r¬ng ph÷ìng tr¼nh (65) vîi A1, A2, A3, A4 tø (78) ho n to n tròng
vîi ph÷ìng tr¼nh (17) trong [?].
• Sâng Lamb trong t§m trüc h÷îng:

Khi khæng câ c¡c lîp b· m°t, tùc l  h = 0 (⇒ ε1 = ε2 = 0), d¨n
�¸n (67) v  (68): 0 = A1 = A2 (= G1 = G2 = G3), A3 = β2γ1G4 v 
A4 = −β1γ2G4. Thay th¸ c¡c k¸t qu£ n y v o ph÷ìng tr¼nh (65) v 
(66) ta thu �÷ñc ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa sâng Lamb truy·n trong mët
t§m trüc h÷îng vîi �ë d y H, cö thº l :

th(ϵ b2)
th(ϵ b1)

=
β1γ2
β2γ1

(79)
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cho c¡c mode �èi xùng v :

th(ϵ b2)
th(ϵ b1)

=
β2γ1
β1γ2

(80)

cho c¡c mode khæng �èi xùng, trong �â th(.) := tanh(.), ϵ = kH v  bk,
βk, γk �÷ñc t½nh bði (41). Thay c¡c biºu thùc cõa βk v  γk v o (79) v 
(80) ta câ:

th(ϵ b2)
th(ϵ b1)

=
b2(c12b

2
1 + c11 −X)

[
c12(c12 + c66)− c22(c11 −X − c66b

2
2)
]

b1(c12b22 + c11 −X)
[
c12(c12 + c66)− c22(c11 −X − c66b21)

]
(81)

cho c¡c mode �èi xùng v :

th(ϵ b2)
th(ϵ b1)

=
b1(c12b

2
2 + c11 −X)

[
c12(c12 + c66)− c22(c11 −X − c66b

2
1)
]

b2(c12b21 + c11 −X)
[
c12(c12 + c66)− c22(c11 −X − c66b22)

]
(82)

cho c¡c mode khæng �èi xùng. C¡c ph÷ìng tr¼nh (81) v  (82) tròng vîi
ph÷ìng tr¼nh (7) v  (8) trong [?] �÷ñc coi l  k¸t qu£ mîi cõa luªn ¡n
Ti¸n s¾ cõa Biad [?] �÷ñc ho n th nh v o n«m 2012.

�èi vîi t§m �¯ng h÷îng, tø (41) v  (75) ta câ:

γ2
β2

=
2b2

(2− x)
,
γ1
β1

=
2− x

2b1
(83)

Thay v o (79), (80) nhªn �÷ñc ph÷ìng tr¼nh t¡n sc cõa sâng Lamb
trong t§m �¯ng h÷îng [?]:

th(ϵ
√
1− x)

th(ϵ
√
1− γx)

=
4
√
1− x

√
1− γx

(2− x)2
(84)

cho c¡c mode �èi xùng v :

th(ϵ
√
1− x)

th(ϵ
√
1− γx)

=
(2− x)2

4
√
1− x

√
1− γx

(85)

cho c¡c mode khæng �èi xùng.
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K�T LU�N

Vªt li»u dà h÷îng khæng n²n �÷ñc �ang �÷ñc sû döng rëng r¢i trong
cæng ngh» hi»n �¤i. Do vªy, vi»c �¡nh gi¡ c¡c t½nh ch§t cì håc cõa c¡c
c§u tróc dà h÷îng khæng n²n �÷ñc tr÷îc v  trong qu¡ tr¼nh sû döng l 
h¸t sùc c¦n thi¸t v  câ þ ngh¾a. Ph÷ìng tr¼nh t¡n sc v  t� sè H/V l 
c¡c cæng cö ti»n lñi �º thüc hi»n nhi»m vö n y. Sû döng c¡c ph÷ìng
ph¡p: �i·u ki»n bi¶n hi»u döng, ma trªn chuyºn, giîi h¤n khæng n²n
�÷ñc v  ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n �¦u, vectì ph¥n cüc luªn ¡n �¢ t¼m ra
c¡c ph÷ìng tr¼nh t¡n sc d¤ng hi»n (ch½nh x¡c, x§p x¿), cæng thùc t�
sè H/V cõa sâng Rayleigh, sâng Stoneley, sâng Scholte v  sâng Lamb
cho mët sè mæi tr÷íng � n hçi dà h÷îng khæng n²n �÷ñc. C¡c k¸t qu£
thu �÷ñc cõa luªn ¡n câ þ ngh¾a c£ v· m°t lþ thuy¸t v  ùng döng thüc
t¸ trong l¾nh vüc truy·n sâng trong mæi tr÷íng � n hçi.

C�C V�N �� TI�P TÖC PH�T TRI�N SAU LU�N �N

� Sâng Rayleigh trong mæi tr÷íng � n hçi monoclinic x1, x2 = 0
khæng n²n �÷ñc

� Sâng Stoneley trong mæi tr÷íng � n hçi monoclinic x1, x2 = 0
khæng n²n �÷ñc

� Sâng Lamb trong b£n � n hçi micropholar, monoclinic x3 = 0
khæng n²n �÷ñc

� Ph¡t triºn ph÷ìng ph¡p giîi h¤n khæng n²n �÷ñc cho c¡c vªt li»u
monoclinic x1, x2, x3 = 0
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